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국문초록

수열은 제 1 가산공간, 특히 거리공간에서 매우 유용하게 사용되는 도구이다.

이 논문에서는 수열수렴공간에 대한 성질을 조사하였다. 논문의 주요 내용은 다

음과 같다.

먼저, 1장에서 수열수렴공간의 정의와 몇 가지 예를 소개하였고, 위상공간과의

관계를 살펴보았다. 그리고 2장에서는 수열수렴공간에서 하우스도르프 공간과 수

열 컴팩트 공간을 소개하고 그 공간의 성질에 대하여 살펴보았다. 마지막으로 3

장에서는 수열수렴공간에서의 함수공간의 구조를 살펴보고, 이 구조와 관련하여

성립하는 지수법칙

×   

와

∈
 


 

∈




를 증명하였다.
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0. 서론

수열은 수학에서 다루는 여러 도구들 중에 매우 다루기 쉽고 효과적인 도구이

다. 실제로 거리공간에서는 수열을 이용하여 많은 개념들을 설명할 수 있다. 예

를 들어 두 거리공간 와  사이의 함수 가 점 ∈에서 연속이라는

것은  방법으로 다음과 같이 정의한다.

(정의) 임의의 양수 에 대하여 적당한 양수 가 존재해서   인 정의역

에 속하는 모든 에 대하여  인 것이다.

그런데 이것은 다음과 같이 정의하는 것과 동치이다.

(정의) 에서 로 수렴하는 임의의 수열 에 대하여 수열 은 

에서 로 수렴한다.

즉, 수열을 이용하여 연속함수를 정의할 수 있다. 연속 이외에도 많은 개념들을

수열을 이용하여 설명할 수 있다. 이러한 관점에서 볼 때 수열에 관한 내용을 연

구하는 것은 매우 의미가 있다고 할 수 있다. 1963년 R. M. Dudley가 수열수렴

에 대한 연구를 시작한 이후로 S. P. Franklin, D. C. Kent, H. P. Butzmann 등

에 의하여 많은 연구가 이루어져 왔다. 이 논문에서는 수열수렴공간에서의 하우

스도르프 공간과 수열 컴팩트 공간의 성질에 대하여 살펴보았고 이번 논문의 주

요 내용이 되는 함수공간에서 성립하는 지수법칙에 대하여 알아보았다.
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제 Ⅰ장에서는 수열수렴공간에 대한 기본적인 개념들을 소개하였다. 먼저 수열수

렴공간을 정의하고 수열수렴공간 사이의 연속함수를 정리하고 집합의 카테시안

곱과 사영함수를 이용하여 수열수렴공간의 곱공간을 정의하였다. 마지막으로 일

반위상공간과 수열수렴공간 사이의 관계를 살펴보고 위상공간 사이의 연속함수

와 수열수렴공간 사이의 연속함수의 관계에 대해 연구해 보았다.

제 Ⅱ장에서는 하우스도르프 수열수렴공간과 수열 컴팩트 수열수렴공간을 소개

하였다. 그리고 하우스도르프 위상공간과 수열 컴팩트 위상공간에 관련된 여러

가지 정리들이 수열수렴공간에서는 어떻게 유지되는지에 대하여 살펴보았다.

주요 내용이 되는 제 Ⅲ장에서는 수열수렴공간의 함수공간에 대하여 살펴보았다.

함수공간은 어떤 공간을 범주론적 관점에서 관찰할 때 매우 중요한 역할을 하는

공간이고 따라서 여러 가지 공간들에 대한 함수공간이 연구되어 왔다. 특히 지수

법칙이 성립하도록 하는 함수공간의 구조가 어떻게 생겼는지에 대한 연구가 많

이 이루어져 왔는데 이 장에서는 수열수렴공간에 대한 함수공간의 구조에 대하

여 연구하였다. 먼저 함수공간의 구조를 정의하고 이 구조를 가진 몇 가지 함수

공간들 사이의 동형함수를 알아봄으로써

×   

와

∈
 


 

∈




형태의 지수법칙이 성립함을 보였다.
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I. 기본내용

이 장에서는 수열수렴공간을 정의하고 그와 관련된 예제들과 기본적인 정리에

대해 소개하려고 한다.

(정의) 를 공집합이 아닌 임의의 집합이라 하고 ℕ을 위의 모든 수열로 구

성된 집합이라 하자. 을 ℕ의 원소, 를 의 원소라 하자. ℕ×의 부분

집합 가 다음 세 가지 조건을 만족한다고 하자.

(1) 모든 에 대하여   이면  ∈이다.

(2)  ∈이면 의 모든 부분수열 에 대해  ∈이다.

(3) ∈ℕ이고 ∈라 하자. 의 모든 부분수열 에 대하여 적당한

부분수열 이 존재하여  ∈이면,  ∈이다.

이 때, 순서쌍  를 수열수렴공간(sequential convergence space)이라고 한다.

그리고  ∈일 때, 수열 이 로 수렴한다고 하고 기호로

 → 

라고 표시한다.

수열수렴공간의 예를 살펴보자.
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[예제 1] 일반위상공간은 수열수렴공간이다.

풀이 : ① 수열 을 모든 자연수 에 대하여   인 수열이라 하자. 그러면

가 를 포함하는 임의의 열린 집합일 때 임의의 자연수 에 대해 ∈이므
로 은 로 수렴한다.

② 을 로 수렴하는 수열이라 하자. 그리고  을 의 부분수열이라

하고 를 를 포함하는 임의의 열린 집합이라 하자. 그러면 적당한 자연수 이

존재하여 ≥인 모든 에 대해 ∈이다. 이 때,
min ≥ 

라 하면 ≥인 모든 에 대하여 ∈이므로 는 로 수렴한

다.

③ 수열 의 모든 부분수열 에 대하여 로 수렴하는 적당한 부분수열

이 존재한다고 하자. 결론을 부정하여 이 로 수렴하지 않는다고 가

정하자. 그러면 를 포함하는 적당한 열린 집합 가 존재하여 모든 자연수 에

대해 ∉를 만족하는 보다 큰 자연수 이 존재한다. 이제 다음과 같은 방

법으로 의 특정한 부분수열을 만들어 보자.

로 택하면  ∉를 만족하는 보다 큰 적당한 자연수 이 존재한다.

으로 택하면  ∉를 만족하는 보다 큰 적당한 자연수 가 존재한다.

로 택하면  ∉를 만족하는 보다 큰 적당한 자연수 가 존재한다.

이와 같은 방법으로 모든 항이 에 속하지 않는 의 부분수열 
를 얻을

수 있다. 이 부분수열은 로 수렴하지 않으므로 ③의 가정에 모순이다.
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[예제 2] ℝ을 실수 전체의 집합이라 하고 를 다음과 같이 정의하자.

(정의) ℝℕ×ℝ의 원소  가 에 속하기 위한 필요충분조건은 임의의 양

수 에 대하여 적당한 자연수 이 존재해서 ≥이면   을 만족하는

것이다.

그러면 ℝ는 수열수렴공간이다.

다음과 같은 경우도 수열수렴공간이 가능하다.

[예제 3] 를 공집합이 아닌 임의의 집합이라 하고 를 다음과 같이 정의하자.

(정의) ℕ×의 원소  가 에 속하기 위한 필요충분조건은 적당한 자연

수 이 존재하여 ≥인 모든 자연수 에 대하여   를 만족하는 것이다.

풀이 : ① 수열 이 임의의 에 대하여   이면 은 위 조건을 만족하

므로  은 에 속한다.

②  가 에 속한다고 하자 그러면 적당한 자연수 이 존재하여 ≥인

모든 자연수 에 대하여   이다. 을 의 부분수열이라 하고

min ≥ 

이라 하면 ≥인 모든 에 대하여   이므로 는 에 속

한다.

③ 을 수열이라 하고 를 의 원소라 하자. 그리고 의 모든 부분수열

에 대하여 가 에 속하는 적당한 부분수열 이 존재한다고

하자. 그리고 가 에 속하지 않는다고 하자. 그러면 모든 자연수 에 대

하여 ≠를 만족하는 보다 큰 자연수 이 존재한다. 이제 다음과 같은 방

법으로 의 특정한 부분수열을 만들어 보자.

로 택하면  ≠ 를 만족하는 보다 큰 적당한 자연수 이 존재한다.

으로 택하면  ≠ 를 만족하는 보다 큰 적당한 자연수 가 존재한

다. 로 택하면  ≠ 를 만족하는 보다 큰 적당한 자연수 가 존재한
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다. 이와 같은 방법으로 모든 항이 가 아닌 의 부분수열 
를 얻을 수

있다. 이 부분수열을 이라 하면 은 에 속하지 않으므로 가정에

모순이고 따라서 는 에 속한다.

그러므로  는 수열수렴공간이다.

 가 수열수렴공간이고 를 구체적으로 나타낼 필요가 없을 때,  를 간

단히 로 표현한다.

와 를 수열수렴공간이라 하고 를 에서 로 가는 함수라 하자. ∈에
대해 로 수렴하는 모든 수열 에 대하여 수열 이 로 수렴하면 

를 에서 수열연속(sequentially continuous)이라 한다. 그리고 모든 에 대해서

수열연속이면 를 수열연속이라 한다.

수열연속함수는 수열수렴공간을 다루기 위해선 없어서는 안 될 도구이다. 공간의

확장과 수열수렴공간과 관련된 정리의 증명을 위해서 가지고 있어야 할 필수적

인 요소이다. 이번에는 수열수렴공간의 곱공간을 만들어보려고 한다.

를 임의의 첨수집합이라 하고 모든 ∈에 대하여  를 수열수렴공간이라

하자. 그리고 
∈

를 각각의 집합 의 카테시안 곱(cartesian product)이라 하

고,

 
∈

 → 

를 사영함수(projection map)라 하자. 그리고 ∈

ℕ
를 

∈
의 모든 수열을 모

아놓은 집합이라 했을 때 ∈

ℕ
의 원소 과 

∈
의 원소 에 대하여 다

음과 같이 정의하자.
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(정의) 모든 사영함수 에 대하여  에서 이 로 수렴할 때, 

이 로 수렴한다고 한다.

(정리 1.1) 을 
∈

의 수열이라 할 때, 위에서 정의된 수렴은 다음 조건을

만족시킨다.

(1) 모든 에 대하여   이면 수열 은 로 수렴한다.

(2) 수열 이 로 수렴하면 의 모든 부분수열 도 로 수렴한다.

(3) 의 모든 부분수열 에 대하여 로 수렴하는 적당한 부분수열

이 존재하면 도 로 수렴한다.

증명 : 이 
∈

의 수열이고 은 의 원소로 이루어진 수열이다.

(1) 모든 에 대하여   라고 하자. 그러면 모든 ∈에 대하여 은

와 같고 수열 는 상수수열이므로  에서

 → 

을 만족하게 된다. 따라서 은 로 수렴한다고 한다.

(2) 이 로 수렴한다고 하고 을 의 부분수열이라 하자. 그러면 모

든 ∈에 대하여 수열 은  에서 로 수렴한다. 그리고

은 의 부분수열이고  는 수열수렴공간이므로 수열

은  에서 로 수렴한다. 따라서 은 로 수렴한다.

(3) 을 
∈

의 수열이라 하고 의 모든 부분수열 에 대하여 적당한

부분수열 이 존재해서 로 수렴한다고 하자. 그러면 모든 ∈에 대해서

수열 은 수열 의 부분수열이고  에서

 → 

를 만족한다. 이것은 수열 이  에서 로 수렴하는 것을 의미한

다. 그리고 이 사실은 모든 ∈에 대하여 성립하므로 수열 은 로 수렴한

다.
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위 사실에 의하여, 
∈

는 수열수렴공간이다. 이렇게 정의된 수열수렴공간을 수

열수렴공간들의 모임    ∈의 곱공간(product space)이라고 한다.

(정리 1.2) 
∈

를 수열수렴공간들의 모임    ∈의 곱공간이라 하자. 그

러면 모든 ∈에 대하여 사영함수

 
∈

 →

는 수열연속이다.

증명 : 곱공간의 정의에 의하여 자명하다.

우리가 앞에 예제를 통해 일반위상공간은 수열수렴공간이 됨을 알았다. 여기서는

그 역에 대하여 알아보려고 한다.

가 수열수렴공간이고 가 의 부분집합일 때, 를 다음과 같이 정의하자.

 ∈  로수렴하는수열 이에존재한다 

(정리 1.3) 가 수열수렴공간일 때 임의의 부분집합  에 대하여 다음이 성

립한다.

(1) ⊆

(2) ∅∅

(3) ⊆이면 ⊆이다.

(4) ∪∪

증명 : (1) ∈라 하자. 모든 자연수 에 대하여   라 하면 은 로

수렴하는 의 수열이다. 따라서 ∈이다.
(2) 공집합은 원소가 없으므로 수렴하는 수열을 만들 수 없기에 자명하다.

(3) 정의에 의하여 자명하다.

(4) ∈∪라 하자. 그러면 에 수렴하는 수열 이 집합 ∪에 존재
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한다. 만일 수열 의 항 중에서 의 원소인 것의 개수가 무한개라고 하자. 그

러면 의 원소로 이루어진 의 부분수열을 얻을 수 있다. 그리고 이 수열은

로 수렴한다. 따라서 ∈이다. 만일 수열 의 항 중에서 의 원소인 것

의 개수가 유한개라고 하자. 그러면 이 항들을 제외하여 의 원소로 이루어진

의 부분수열을 얻을 수 있다. 그리고 이 수열은 로 수렴한다. 따라서

∈ 이다. 따라서
∪⊆∪

이다. 역으로 (3)에 의하여 ⊆∪이고 ⊆∪이므로

∪⊆∪

이다.

(정리 1.4) 를 수열수렴공간이라 할 때 위에  cl을 만족하는 적당

한 위상이 존재한다.

증명 : 의 부분집합의 모임 를

  

라 정의하자.

의 정의에 의하여 ⊆이고, 위 정리의 (1)에 의하여 ⊆이다. 따라

서 이므로 ∅∈이다.
그리고 위 정리의 (2)에 의하여 ∈이다.
를 첨수집합이라 하고 임의의 ∈에 대하여  이고 ∈라 하자.
먼저


∈

 ∈


임을 보이자. 위 정리의 (1)에 의하여


∈

 ⊆∈


이다. 역으로 모든 ∈에 대하여 
∈

 ⊆이므로 위 정리의 (3)에 의하여

∈
⊆
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이다. 그런데 가정에 의하여  이므로 ∈
⊆이다. 따라서

∈
⊆∈



이고 
∈

 ∈
이다. 그러므로 의 정의에 의하여 

∈
는 의 원소이

다. 그런데

 ∈
∈



이므로 
∈

∈이다.  , 이고 ∈, ∈라 하

자. 그러면 위 정리의 에 의하여 ∪∪이고 따라서  ∪∈
이다. 그런데  ∪ ∩이므로 ∩∈이다. 따
라서 는 에서의 위상이 된다. 그리고 정의에 의하여  cl이다.

(정의) 수열수렴공간의 부분집합 에 대하여  일 때, 를 닫힌 집합이

라고 한다.

[예제 4] 를 수열수렴공간이라 하고 를 의 모든 닫힌 집합을 모아놓은 집

합이라 하자. 집합 ∈와 수열 에 대하여 이 로 수렴할 필요충분조

건이 적당한 자연수 이 존재하여 ≥인 모든 자연수 에 대하여 

라고 하자. 그러면 는 수열수렴공간이 된다.

(정의) 수열수렴공간의 부분집합 가 닫힌 집합일 때  을 열린 집합이라 정의

한다.

위 (정리 1.4)에 의하여 수열수렴공간은 적당한 위상공간을 만들어 낼 수 있음을

알았다. 이와 관련하여 다음의 결과들을 얻을 수 있다.



- 11 -

(정리 1.5)  가 수열수렴공간이고 가  에서 를 포함하는 열린 집합

일 필요충분조건은 ∈일 때 로 수렴하는 모든 에 대하여 적당한 자연수

이 존재하여 모든 ≥에 대해 ∈을 만족하는 것이다.
증명 : ⇒ 가 를 포함하는 열린 집합이라 할 때 어떤 에 대해서는 모든

자연수 에 대해 적당한 ≥이 존재하여 ∉가 된다고 가정하자.

이라 했을 때 적당한  ≥이 존재해서 ∉라 하자.

 이라 두었을 때 적당한  ≥가 존재해서 ∉라 하자.

이런 과정을 반복해서 모든 항이 에 속하지 않는 의 부분수열 를 만들

수 있다. 는 의 부분수열이므로 이 로 수렴하기 때문에 도 로

수렴한다. 모든 에 대해 ∈ 이므로 ∈ 를 만족하고  은 닫힌 집합이

기 때문에   가 성립하므로 ∈ 이 되는데 이는 가정에 모순이다.

⇐ 를 포함한 집합 가 열린 집합이 아니라고 가정하자. 즉  가 닫힌 집합

이 아니라고 하자. 그러면   ≠∅이므로 ∈ 이지만 ∉ 인 원소

가 존재한다. 즉 ∈이다. 이때 ∈ 이므로  에 수열 이 존재해서

은 로 수렴한다. 그런데 가정에 의하여 ∈이므로 모순이다. 따라서  

는 닫힌 집합이고 는 열린 집합이 된다.
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(정리 1.6) 과 를 위상공간이라 하고 이 위상공간으로부터 만들어

진 수열수렴공간을   ,  라 하자. 함수

   → 

가 연속이면 함수

    →  

는 수열연속이 된다.

증명 : 수열 이  에서 로 수렴한다고 하자. 수열 이  에서

로 수렴함을 보이기 위해 를 포함하는 열린 집합 를 택하자. 그러면

함수

   → 

가 연속이므로   는 에서 열린 집합이다. ∈  이고 이 로 수

렴하므로 적당한 자연수 이 존재하여 ≥인 모든 자연수 에 대하여 은

  에 속한다. 따라서 은 에 속한다. 그러므로 적당한 이 존재하여

≥인 모든 자연수 에 대해 ∈이므로 은 로 수렴한다. 따

라서

    →  

는 수열연속함수이다.
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(정리 1.7)  과  를 수열수렴공간이라 하고 이 수열수렴공간으로부터

만들어진 어떤 위상공간을  , 라 하자. 함수

    →  

가 수열연속이면 함수

   → 

는 연속이다.

증명 : 를 의 닫힌 부분집합이라 할 때    가 닫힌 집합임을 보이면 된

다. 즉,

      

임을 보이면 된다. 정의에 의하여    ⊆  임은 자명하므로

   ⊆   임을 보이면 된다. 점 를    에서 임의로 택하자.

그러면 로 수렴하는    의 수열 이 존재한다. 이 때, 수열 은 

의 수열이고

    →  

가 수열연속이므로 로 수렴한다. 따라서 는  의 원소이다. 그런데 

가 닫힌 집합이므로 이고 따라서 는 의 원소이다. 그러므로 는

   의 원소이고 이것은

   ⊆   

를 의미한다. 이상으로부터       이고 따라서

   → 

는 연속이다.
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Ⅱ. 수열수렴공간의 성질

이 장에서는 수열수렴공간의 하우스도르프와 수열 컴팩트를 정의해서 앞장에서

다루던 기본적인 내용을 가지고 본격적으로 수열수렴공간의 성질을 연구해보려

고 한다. 새로운 예제들을 추가해보고 앞에서 다루던 예제들은 어떤 특징이 있는

지 살펴보면서 위상에서 다루던 정리들을 수열수렴공간으로 확장하여 내용을 재

해석해 정리해보겠다.

(정의)  를 수열수렴공간이라 하고 을 수렴하는 수열이라 하자. 만일

 ∈이고  ∈이면  일 때,  를 하우스도르프 수열수렴공간

(Hausdorff sequential convergence space)이라고 한다.

[예제 5] 실수 전체의 집합 ℝ은 하우스도르프 수열수렴공간이다.

기본내용에서 소개한 [예제 3]은 하우스도르프 수열수렴공간의 예가 된다. 그리

고 위상공간에서 비이산위상은 하우스도르프가 되지 않는 대표적인 경우라 볼

수 있다. 특정 원소를 포함하는 열린 집합이 전체집합뿐이므로 수렴하는 수열에

대하여 수렴하는 값이 충분히 여러 가지가 나올 수 있기 때문이다. 다음의 예제

는 하우스도르프 공간이 되지 않는 또 다른 경우를 보여주고 있는데 특별히 어

떠한 형태의 공간이 수열수렴공간이 될 수 있는지도 참고 가능한 예제이다.
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[예제 6] 집합  에 대하여 다음과 같이 정의하자.

(1) 모든 수열 은 로 수렴한다.

(2) 수열 에 대하여 적당한 자연수 이 존재해서 보다 같거나 큰 모든 

에 대하여   이면 수열 은 로 수렴한다.

그러면 는 수열수렴공간이 된다.

풀이 : ① 모든 에 대하여   이면 은 로 수렴하고   이면 은

로 수렴한다. 따라서   이면 수열 은 로 수렴한다.

② 이 로 수렴한다고 하자. 그러면 은 로 수렴하거나 은 로 수렴

한다. 만약 이 로 수렴하면 임의의 부분수열 에 대하여 은 로 수

렴한다. 만약 이 로 수렴하면 적당한 자연수 이 존재해서 모든 ≥에

대하여   이다. 의 임의의 부분수열 에 대하여

min ≥ 

이라 하면 ≥인 모든 에 대하여   이므로 은 로 수렴한

다.

③ 수열 의 모든 부분수열 에 대하여 어떤 부분수열 이 존재해서

이 로 수렴한다고 하자. 그러면 은 로 수렴하거나 은 로

수렴한다. 만약 이 로 수렴하면 은 로 수렴한다.  이 로 수렴

할 때, 이 로 수렴하지 않는다고 가정해보자. 그러면 모든 자연수 에 대하

여 특정한 ≥이 존재해서   이다.

로 택하면 
 를 만족하는 보다 큰 적당한 자연수 이 존재한다.

으로 택하면 
 를 만족하는 보다 큰 적당한 자연수 가 존재한다.

로 택하면 
 를 만족하는 보다 큰 적당한 자연수 가 존재한다.

이와 같은 방법으로 모든 항이 가 되는 의 부분수열 
를 얻을 수 있다.

이 부분수열을 이라 하면 이 수열의 부분수열도 역시 로 수렴하지 않으므

로 가정에 모순이다. 따라서 은 로 수렴한다.
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(정리 2.1) 를 임의의 첨수집합이라 하고 모든 ∈에 대하여   를 하우스

도르프 수열수렴공간이라 하자. 그러면     ∈의 곱공간은 하우스도르프

수열수렴공간이다.

증명 :     ∈의 곱공간을 라 하고 을 의 수열이라 할 때 이

와 로 수렴한다고 하자. 모든 ∈에 대하여 사영함수 가 연속이므로

은 와 로 수렴한다. 그런데  가 하우스도르프 수열수렴공간이

므로  이다. 따라서  이므로 곱공간 는 하우스도르프 수열수렴

공간이다.

(정의) 가 수열수렴공간일 때 의 모든 수열이 수렴하는 부분수열을 가지면

를 수열 컴팩트(sequential compact)공간이라고 한다.

[예제 7] 위의 [예제 6]는 수열 컴팩트 공간이다.

(정리 2.2)   ∈ℕ을 수열 컴팩트 공간의 모임이라 하면 
  

∞

도 수열 컴

팩트 공간이다.

증명 : 수열 을 
  

∞

의 수열이라 하자.

의 첫 번째 좌표로 이루어진 수열은 의 수열이고 은 수열 컴팩트이므

로 은 첫 번째 좌표가 어떤 으로 수렴하는 부분수열 을 갖는다.

이 부분수열의 두 번째 좌표로 이루어진 수열은 의 수열이고 는 수열 컴팩

트이므로 은 두 번째 좌표가 어떤 로 수렴하는 부분수열 을 갖는
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다. 이 수열은 첫 번째 좌표는 으로 수렴하고 두 번째 좌표는 로 수렴하는

의 부분수열이다. 이와 같은 과정을 반복하면 모든 자연수 에 대하여 다음

두 조건을 만족하는 의 부분수열 을 얻을 수 있다.

(조건1) 수열 은 수열 의 부분수열이다.

(조건2) 보다 작거나 같은 자연수 에 대하여 수열 의  번째 좌표로 이

루어진 수열은 에서 로 수렴한다.

다음과 같이 수열 을 정의하자.

(정의) 모든 자연수 에 대하여 은 수열 의 번째 원소이다.

그러면 은 의 부분수열이고 모든 자연수 에 대하여  번째 좌표로 이

루어진 수열은 에서 로 수렴한다. 따라서  이라 하면 은 로 수렴

하는 부분수열을 포함한다. 그러므로 
  

∞

은 수열 컴팩트 공간이다.

(정리 2.3) 수열 컴팩트 공간의 닫힌 부분집합은 수열 컴팩트이다.

증명 : 를 수열 컴팩트 공간이라 하고 를 의 닫힌 부분집합이라 하자.

을 의 수열이라 하면 가 수열 컴팩트이므로 의 원소 로 수렴하는 적

당한 부분수열 이 존재한다. 그러면 의 정의에 의하여 ∈이고
이므로 ∈를 만족한다. 따라서 는 수열 컴팩트이다.
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이 절에서는 하우스도르프와 수열 컴팩트 위상공간에 관련된 여러 가지 정리들

이 수열수렴공간에서는 어떻게 유지되는지에 대해 살펴보겠다.

(정리 2.4) 와 를 수열수렴공간이라 하고    → 를 수열연속이라 하자.

가 하우스도르프이면 ∈ ×    는  ×에서 닫힌 집합이다.

증명 : ∈ ×    를 라고 하자. ∈라 하면 로 수렴

하는 적당한 수열 이 에 존재한다.    이라 두면 곱공간의 정의에

의하여

  →  ,   → 

이다. 가 수열연속이므로 은 로 수렴한다. 그런데 의 정의에 의하

여  이므로 수열 은 로 수렴하고 가 하우스도르프이므로

 이다. 따라서 ∈이다.

(정리 2.5) 를 수열수렴공간이라 하자. 가 하우스도르프이기 위한 필요충분

조건은   ∈가  ×에서 닫힌 집합인 것이다.

증명 : ⇒ 위 정리에서 라 하고 를 항등함수로 생각하면 증명된다.

⇐ 을 의 수열이라 하고 이 와 로 수렴한다고 하자. 모든 에 대

하여는 의 원소이므로 은 의 수열이다. 그런데 은

이므로 로 수렴하고 마찬가지로 은 이므로 로 수렴한다. 따

라서 수열 은 로 수렴하고, 가정에 의하여 가 닫힌 집합이므로

는 의 원소이다. 따라서  이고 그러므로 는 하우스도르프 수열수렴

공간이다.
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(정리 2.6) 와 를 수열수렴공간이라 하고 함수    → 와    → 를

수열연속이라 하자. 가 하우스도르프이면 ∈  는 에서 닫힌

집합이다.

증명 : ∈  를 라 두고 ⊂임을 보이기 위하여 ∈라
하자. 그러면 로 수렴하는 의 수열 이 존재한다. 와 가 수열연속이므

로 은 로 수렴하고 은 로 수렴한다. 이 의 수열이므

로 모든 에 대하여  이므로 과 은 같은 수열이다. 가정

에 의하여 가 하우스도르프이므로  이다. 따라서 ∈이고 그러므로
⊂이다. 따라서 는 닫힌 집합이다.

(따름정리) 를 하우스도르프 수열수렴공간이라 하고 함수    →를 수열연

속함수라 하자. 그러면 ∈   는 에서 닫힌 집합이다.

증명 : 위 (정리 2.6)에서 함수 에 대해 를 라 두고 항등함수로 생각하면 증

명된다.

(정리 2.7) 와 를 수열수렴공간이라 하고 함수    →를 수열연속이라

하자. 가 하우스도르프이면   는  ×에서 닫힌 집합이다.

증명 :   를 라 하자. ∈라 하면 로 수렴하

는 적당한 수열 이 에 존재한다.   


이라 두면 곱공간의 정의에 의

하여 수열 은 으로 수렴하고 수열 는 로 수렴한다. 그리고 가 수열

연속이므로 은 으로 수렴하고 는 로 수렴한다. 그런데




이므로 
와 

는 서로 같은 수열이고 가 하우스도르프이

므로 이다. 따라서 ∈이다. 그러므로 는 닫힌 집합이다.
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(정리 2.8) 와 를 수열수렴공간이라 하고 함수    → 와    → 를

수열연속이라 하자. 를 의 부분집합이라 하고  위에서   라 하자. 가

하우스도르프이면  위에서   이다.

증명 : 를  에 속하는 원소라 하자. 정의에 의하여 로 수렴하는 의 수열

이 존재한다. 가정에 의하여 와 가 수열연속이므로 은 로 수렴

하고 은 로 수렴한다. 그리고  위에서   이므로 모든 에 대하여

 이다. 따라서 가 하우스도르프이므로  이다. 그러므로

 위에서   이다.

(정리 2.9) 가 하우스도르프이고 의 부분집합 가 수열 컴팩트이면 는 닫

힌 집합이다.

증명 : ∈일 때 ∈임을 보이자. ∈라 하면 로 수렴하는 적당한

수열 이 에 존재한다. 그리고 가 수열 컴팩트이므로 수열 은 수렴하

는 부분수열을 갖는다. 즉, 적당한 의 원소 ′으로 수렴하는 의 부분수열

이 존재한다. 그런데 가 수열수렴공간이므로 은 로도 수렴한다.

그런데 가 하우스도르프이므로  ′이고 따라서 ∈이다. 그러므로 는 닫

힌 집합이다.

(정리 2.10) 가 수열 컴팩트이고 함수    → 가 전사인 수열연속함수라

하면 는 수열 컴팩트이다.

증명 : 을 의 수열이라 하자. 가 전사함수이므로 모든 자연수 에 대하

여   ≠∅이다.   에서 적당한 을 택하여 의 수열 을 만들자.

그러면 가 수열 컴팩트이므로 수렴하는 부분수열 이 존재한다. 이 때, 

가 수열연속이므로 수열 은 수렴하고

 

이므로 의 부분수열이다. 따라서 는 수열 컴팩트이다.
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(정리 2.11) 와 를 수열수렴공간이라 하자. 함수    → 가 수열연속이면

의 임의의 닫힌 부분집합 에 대하여   는 에서 닫힌 집합이다.

증명 : ∈   일 때 ∈    즉, ∈임을 보이자.
∈   이므로 집합    에서 수열 이 존재해서 은 로 수렴하고

가 수열연속이므로

 → 

을 만족한다. 이때 은 의 수열이므로 ∈이다. 가 닫힌 집합이므
로  이다. 따라서 ∈이다.

(정의) 와  를 수열수렴공간이라고 할 때, 함수    → 가 닫힌 함수라는

것은 의 임의의 닫힌 부분집합 에 대하여 가 에서 닫힌 부분집합이 되

는 것이다.

(정리 2.12) 와 를 수열수렴공간이라 하자. 함수     → 가 수열연속

이면 는 닫힌 함수이다.

증명 :   가 연속이므로 (정리 2.11)에 의하여 ⊆인 닫힌 집합 에 대해

   
에 대하여  가 상에서 닫힌 집합이다. 그러면 는 닫힌 함수이

다.
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(정리 2.13) 와 를 수열수렴공간이라 하자. 가 수열 컴팩트이고 가 하우

스도르프일 때 함수    → 가 수열연속이고 일대일 대응이면   는 수열연

속이다.

증명 : 수열 이 로 수렴할 때,

   →   

을 보이면 된다. 가 일대일 대응이므로 모든 에 대해 적당한 과 가 존재하

여

    ,   

을 만족한다. 즉, 이 로 수렴함을 보이면 된다.

이 로 수렴하므로 의 부분수열 에 대하여 이 로 수렴한다.

이때 수열 에 대해 가 수열 컴팩트이므로 어떤 에 대해

 → 

을 만족하는 적당한 이 존재한다. 가 수열연속이므로 수열 이 으

로 수렴하고 이 로 수렴하므로 의 모든 부분수열 도 로 수렴

한다. 가 하우스도르프이므로   가 되고 결국 을 만족하게 된다. 따라

서 수열 은 로 수렴하고 가 수열수렴공간이므로 은 로 수렴한다.
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Ⅲ. 함수공간

와를 수열수렴공간이라 하고   를 에서 로 가는 모든 수열연속함

수를 모아놓은 집합이라 하자. 그리고   의 수열 과 수열연속함수 에

대하여 다음과 같이 정의하자.

(정의) 의 모든 부분수열 과 로 수렴하는 의 임의의 수열 에

대하여 수열 이 로 수렴할 때 수열 이   에서 로 수렴

한다고 하고 기호로

 → 

로 나타낸다.

다음 정리는 위의 (정의)에 의하여   가 수열수렴공간이 됨을 보여준다.

(정리 3.1) 위에서 정의된 수렴은 다음 성질을 만족한다.

(1) 모든 에 대하여  이면 수열 은 로 수렴한다.

(2) 수열 이 로 수렴하면 의 모든 부분수열 도 로 수렴한다.

(3) 을 수열이라 하자. 의 모든 부분수열 에 대하여 로 수렴하는

적당한 부분수열 이 존재하면 도 로 수렴한다.

증명 :  모든 에 대하여  이라 하고 을 로 수렴하는 수열이라 하

자. 을 의 모든 부분수열이라 하면  이므로  

이다. 그런데 가 수열연속이므로 이 수열은 로 수렴하고 따라서 은 

로 수렴한다.

 을 로 수렴하는 수열이라 하자. 을 의 부분수열이라 하고

을 로 수렴하는 수열이라 하자. 을 의 부분수열이라 하면

은 의 부분수열이다. 그런데 이 로 수렴하므로 수열 
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은 로 수렴한다. 따라서 정의에 의하여 은 로 수렴한다.

 수열 의 모든 부분수열 에 대하여 로 수렴하는 적당한 부분수열

이 존재한다고 하자. 이 로 수렴함을 보이기 위하여 의 부분수열 

과 로 수렴하는 수열 을 택하자. 수열 이 로 수렴함을 보이

면 된다. 가 수열수렴공간이므로 의 모든 부분수열 이

로 수렴하는 부분수열을 가짐을 보이면 된다. 그런데 은 의 부분

수열이므로 가정에 의하여 로 수렴하는 적당한 부분수열 을 갖는다. 그

런데 수열 은 의 부분수열이므로

 → 

이고, 따라서 정의에 의하여

 → 

이다. 즉, 로 수렴하는  의 부분수열 이 존재한다.

따라서 이 로 수렴하고, 정의에 의하여 은 로 수렴한다.

(정리 3.2) 가 하우스도르프공간이면   는 하우스도르프공간이다.

증명 :   의 수열 이 와 로 수렴한다고 하자. 모든 의 원소 에

대하여  임을 보이자. 을 로 수렴하는 의 수열이라 하자. 함수

공간의 정의에 의하여 의 임의의 부분수열 에 대하여 수열 

은

 →  이고  → 

이다. 그런데 가 하우스도르프이므로  을 만족한다. 즉,   이고 따

라서   는 하우스도르프공간이다.
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(정리 3.3) 다음과 같이 정의된 함수  :  ×   → 



는 수열연속이다.

증명 : 수열 가  × 에서 로 수렴한다고 할 때, 가

로 수렴함을 보이면 된다. 그런데 이고 

이므로 이 로 수렴함을 보이면 된다. 곱공간의 정의에 의하여

 →  이고  → 

이다.   의 정의에 의하여 의 임의의 부분수열 에 대하여 수열

이 로 수렴한다. 그런데 도 의 부분수열이므로 이

로 수렴한다. 따라서 가 로 수렴하므로 는 수열연속이

다.

(정리 3.4) 함수공간   × 와    는 서로 같은 공간이다. 즉,

전단사함수이면서 연속이고 역함수도 연속인 함수

    ×  →    

가 존재한다.

증명 : 함수 를    × → 에 대하여   →  일 때

 

로 정의된 함수라 하자.

(1) 함수 가 전단사함수임을 보이자.

먼저 단사함수임을 보이자. ∈  × 일 때 ≠라 하면 ≠이어

야 한다.   라고 해보자. 이때 임의의 에 대해 를 만족

해야 하고 와 는 다시   의 원소이므로 각각은 정의역을 로

하는 함수가 된다. 다시 모든 에 대해

  

를 만족하고 의 정의에 의해   가 되는데 이는 가정에 모순이 된

다.

이번엔 전사함수임을 보이자.    의 원소 에 대해서 를 만족하
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는 이   × 에 존재함을 보이자. 이 수열연속함수임을 보이면 된다. 

로 수렴하는 임의의 수열 을 잡자. 이때   이다.

는    의 원소이므로 수열 은 로 수렴하고 과 는

다시   의 원소이므로

 → 

을 만족한다. 이때 수열 은 의 부분수열이 되므로 결국

 → 

가 된다. 따라서 함수의 정의에 의해

 → 

라 할 수 있고 결국 는 수열연속이다.

(2) 함수 가 수열연속임을 보이자.

함수공간   × 의 수열 이 로 수렴한다고 하자. 이때, 함수공간

   의 수열 이 로 수렴함을 보이면 된다. 이를 보이기 위하

여 을 로 수렴하는 의 수열이라 하고 을 의 임의의 부분

수열이라 할 때 수열  이   에서 로 수렴함을 보이면

된다. 을 로 수렴하는 의 수열이라 하고 을 

의 임의의 부분수열이라 하자. 이때,

 → 

임을 보이면 된다. 함수 의 정의에 의하여

  

이다. 가정에 의하여 이 로 수렴하므로 의 부분수열 도 로 수렴

하고, 로 수렴하는 수열 의 부분수열 도 로 수렴한다. 따라서

  → 

이다. 그러므로  은 로 수렴하고   이므

로

→
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이다. 따라서 는 수열연속이다.

(3) 함수  가 수열연속임을 보이자.

함수공간    의 수열 이 로 수렴한다고 하자. 이때, 함수공간

  × 의 수열  이  로 수렴함을 보이면 된다. 이를 보이기

위하여 을 로 수렴하는  ×의 수열이라 하고  의 임의의

부분수열 에 대하여  이 로 수렴함을 보

이면 된다. 의 정의에 의하여

  

이다. 가정에 의하여

 →  ,  →  ,  → 

이므로 수열 은 로 수렴하고 따라서 수열  

은 로 수렴한다. 그런데   이므로  는 수열연속이

다.

(따름정리) 함수    × → 를 수열연속이라 하자. 그러면 적당한 수열연속

함수    →  가 존재하여

  ∘ ×  

이다.

 ×     




 × 

 × 

        

증명 : (정리 3.3)과 (정리 3.4)에 의해 자명하다.
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(정리 3.5)  
∈

 와 
∈

  는 서로 같은 공간이다. 즉 전단사함수이

면서 연속이고 역함수도 연속인 함수

 :  ∈
  → 

∈
  

가 존재한다.

증명 : 함수 에 대해  
∈

라 하자.

(1) 가 전단사함수임을 보이자.

단사함수임을 보이자. ≠라 하자. 그러면 어떤 에 대해서는 ≠을 만

족하는 가 존재한다.   라고 해보자. 그러면 함수의 정의에 의해서

 
∈

 
∈

  

이므로 결국 모든 ∈에 대해   가 되는데 이는 모든 에 대하여

  임을 의미한다. 그런데 이것은 가정에 모순이다.

이번에는 전사함수가 됨을 보이자. ∈
∈

  에 대해 함수   를 만족

하는 이  ∈
 에 존재함을 보이면 충분하다. 즉, 수열 이 로 수렴할

때 수열 이 로 수렴함을 보이면 된다. 사영함수에 의해

 → 

의 필요충분조건은 모든 ∈에 대해 에서

 → 

를 만족하는 것이다.


∈

이고 각각의 들은 수열연속이므로

 → 

를 만족한다.

(2) 가 수열연속임을 보이자.

 ∈
 에서 수열 이 로 수렴할 때, 수열 이 로 수렴함을 보

이면 된다. 와  는 함수의 정의에 의하여
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∈

,  
∈



이고 가정에서 수열 이 로 수렴하므로 이 로 수렴할 때, 의 모든

부분수열 에 대하여  ∈
 에서

 → 

을 만족한다. 그러면 사영함수 에 대하여

 → 

를 만족하므로 이 로 수렴한다.

(3)  가 연속임을 보이자.


∈

  에서 수열 이 로 수렴할 때, 수열  이   로 수렴함

을 보이면 된다. 즉 이 로 수렴할 때,  의 모든 부분수열

 에 대하여

  → 

가 성립함을 보이면 된다.

이때 는 전단사함수이므로 적당한 함수 이  ∈
 에 존재해서 다음을 만

족시킨다.

   , 
   

그리고 의 정의에 의하여  
∈

  를 만족한다. 그리고 모든 ∈에
대해 수열 은 가정에 의하여 이 로 수렴하므로

 → 

를 만족하고 결국 은 로 수렴한다. 따라서

 →  

가 성립한다.
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(정리 3.6) 다음과 같은 함수

    ×   →    

에 대해 함수 를   ∘와 같이 정의할 때 는 수열연속이다.

증명 : , 가 수열연속이므로 수렴하는 수열 에 대해

∘   →   ∘

이다. 따라서 는   상에서 수열연속이 되므로 잘 정의된 함수이다.

이제 가 수열연속임을 보이자.   ,  라 하고 이 로 수렴한

다고 하자.

  ∘

이고 ∘의 임의의 부분수열 ∘과 수렴하는 모든 수열 에 대

하여 다음이 성립한다.

∘  

그리고 가정에서

 → ,  → 

를 만족하므로

 →   ∘  

이다. 즉 이 로 수렴한다.
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Abstract

The sequence is a very useful tool in the first countable spaces, especially

in the metric spaces. In this thesis, I investigate some properties of sequential

convergence spaces. The main contents are as follows.

In chapter 1, I introduce the definition and some examples of sequential

convergence spaces and investigate the relations between the sequential

convergence spaces and topological spaces. In chapter 2, I introduce the

notions of Hausdorff spaces and sequential compact spaces and investigate

some properties of these spaces. In chapter 3, I introduce the function space

structure in sequential convergence spaces, and give some proofs for the

exponential laws with respect to this function space structure

×   

and

∈
 


 

∈
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