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<초록>

비유클리드 평면상의 피타고라스정리 연구

본 논문에서는 비유클리드 평면상의 피타고라스 정리를 연구하였다.특히

Taxicab거리함수와 Chinese거리함수를 이용하여 피타고라스 정리에 대해 증명

하였다.Taxicab기하학은 택시거리 함수를 이용한 기하로,택시의 움직이는 거

리를 그 모델로 삼은 비유클리드 기하학이고,Chinesechecker기하학은 중국의

게임의 일종인 장기의 말의 움직임을 일반화한 비유클리드 기하학이다.또한 α-

기하에 대해 정의하고 피타고라스 정리를 증명하였다.
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Ⅰ.서론

Euclid기하학은 그리스의 수학자 유클리드가 ‘원론’에서 보인 10개의 공리 및

공준,또는 이들을 수정한 것을 바탕으로 점,선,각,표면,입체 등에 대해 연구

한 내용을 의미한다.우리가 흔히 알고 있는 공식들이 거의 이 Euclid기하학에

속한다고 보아도 된다.또한 우리의 실생활에 큰 도움을 주는 사실을 수학적으로

설명하는 토대를 인류의 시작부터 이 모든 과학에서 절대적인 가치를 지닌 것으

로 인식되어 왔다.Euclid기하학의 제5공리인 ‘평행선 공리’를 보면,‘직선 밖의

한 점 를 지나고 그 직선과 만나지 않는 직선은 오직 하나이다.’즉,평행선은

아무리 연장을 해도 만나지 않는다는 사실이다.비유클리드 기하학이 Euclid기

하에서의 평행선 공리로부터 탄생하게 된다.

여러 비유클리드 기하학 중에 Taxicab기하학이나 Chinesechecker기하학은

학생들이 쉽게 이해할 수 있는 기하학이다.그 이유는 첫째,Euclid기하학과 매

우 유사하다.실제로,점,선,각 등 대부분의 정의가 Euclid기하와 동일하기 때

문에 큰 어려움 없이 비유클리드기하학을 경험할 수 있다.둘째,우리 주변에서

쉽게 접할 수 있는 소재에서 아이디어를 얻을 수 있고,다른 쌍곡기하학이나 타

원기하학 등에 비해 응용성이 높다.Taxicab기하학은 우리가 살고 있는 도시에

서 택시의 움직이는 거리를 그 모델로 삼은 비유클리드 기하학이고,Chinese

checker기하학은 중국의 게임의 일종인 장기(Chinesechecker)의 말의 움직임을

일반화한 비유클리드 기하학이기 때문이다.

즉,Taxicab기하학,Chinesechecker기하학은 중고등학생이 쉽게 이해할 수

있는 비유클리드 기하(non-Euclid geometry)이다.Taxicab 기하학,Chinese

checker기하학을 공부함으로써 자신감과 흥미를 잃기 쉬운 수학에 관심을 갖게

해줄 수 있다.또한 실생활에 이용할 수 있는 수학으로서 많은 응용성을 갖고 있

기 때문에 수학도들에게 깊이 생각할 수 있는 주제가 되고,도시지리학 등을 공

부하는 이들에게는 실제적인 응용에 수학적 뒷받침을 제공할 수 있으리라 본다.

이 논문의 제 2장에서는 ℝ에서의 다양한 거리함수(metricfunction)와 각 거

리함수에 따른 원추곡선(원,타원,쌍곡선,포물선)의 정의를 제시하고,한 점에서

직선사이의 거리에 대하여 알아보고,원추곡선의 일반형을 이해하며,제 3장에서
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는 각 거리함수에 따른 피타고라스정리에 대해 이해하고,더 나아가 Taxicab기

하와 ChineseChecker기하의 일반적인 형태로 -기하에 대해 논의하기로 한다.
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Ⅱ.ℝ에서의 거리함수

2.1다양한 거리함수

정의 2.1(거리함수) 평면 ℝ상의 임의의 두 점을 ,라 하자.

1) Euclid거리함수 는

 





이다.Euclid거리가 정의된 평면을 Euclid평면이라 한다.

2)Taxicab거리함수 는

   

이다.Taxicab거리가 정의된 평면을 Taxicab평면이라 한다.

3)ChineseChecker거리함수 는
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이다.ChineseChecker거리가 정의된 평면을 ChineseChecker평면이라 한다.

앞으로 Chinesechecker를 ‘CC’로 줄여서 쓰기로 하자.

참고 2.2택시기하학에서는 삼각형의 합동공리가 성립하지 않는다.유클리드기하

학에서는 ‘대응하는 두 쌍의 변과 그 사이에 끼인 각이 각각 합동인 두 삼각형은

합동이다.’인 삼각형의 합동공리(SAS)가 있다.그리고 나머지 두 개의 삼각형의

합동조건은 이 공리에 기초한 것이다.

위의 그림에서 삼각형 ,는 ∠∠인 직각이등변삼각형이다.

각 변을   ,   ,  ,  ,  ,  

라 하면,택시거리는 다음과 같다.

 , , , .

따라서 두 삼각형 ∆ 와 ∆'는 두 쌍의 대응변의 길이가 각각 같고,그
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끼인 각의 크기가 같은 삼각형이다.그러나 이 두 삼각형은 서로 포개어지지 않

으므로 합동이 아니다.따라서 택시평면에서는 유클리드평면에서 성립하던 삼각

형의 SAS합동공리가 성립하지 않는다.마찬가지 이유로 유클리드기하학에서 성

립하던 삼각형의 나머지 두 가지 합동공리도 택시기하학에서는 성립하지 않는다.

CC기하학에서도 삼각형의 합동공리가 성립하지 않는다.
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2.2원추곡선

정의 2.3(원) 평면 ℝ상에서 정점 로부터 까지의

1)(Euclid원)Euclid거리가 ( )인 모든 점 의 집합

    

을 Euclid평면에서의 Euclid원이라 한다.

2)(Taxicab원)Taxicab거리가 ()인 모든 점 의 집합

    

을 Taxicab평면에서의 Taxicab원이라 한다.

3)(CC원)CC거리가 ( )인 모든 점 의 집합
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을 CC평면에서의 CC원이라 한다.

정의 2.4(원주율) 반지름 인 원의 원주의 길이를 이라 하면,원주의 길이 

과 지름의 길이 와의 비는 반지름의 길이에 관계없이 일정하다.이 비 


이

원주율이며,둘레를 뜻하는 그리스어 περίμετρο(perimeter)의 머리글자를 따서 그

리스문자 π(파이)로 나타낸다.

정리 2.5 Taxicab원주율 는 택시원의 지름에 대한 원주의 비이다.이 때

 이다.

증명)Taxicab 원  에서 지름의 길이는 이고 원주는 이다.따라서

Taxicab원주율  


 가 된다.□

정리 2.6 CC 원주율 는 CC 원의 지름에 대한 원주의 비이다.이 때

 
이다.

증명)
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그림과 같이 점 ,,를 잡으면     이고,

  


  이므로       

 


 


 이다.따라서  

   
이고,

    


 


  이다.

따라서      
이다.

∴ C.C원의 둘레 =.

∴  


 .□

정의 2.7(타원) 두 정점 ,로부터 까지의

1)(Euclid타원)Euclid거리의 합이 (일정)인 모든 점 의 집합

     

을 Euclid평면에서의 Euclid타원이라 한다.
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2)(Taxicab타원)Taxicab거리의 합이 (일정)인 모든 점 의 집합

     

을 Taxicab평면에서의 Taxicab타원이라 한다.

3)(CC타원)CC거리의 합이 (일정)인 모든 점 의 집합

     

을 CC평면에서의 CC타원이라 한다.

정의 2.8(쌍곡선) 두 점 ,로부터  까지의

1)(Euclid쌍곡선)Euclid거리의 차가 (일정)인 모든 점 의 집합

    

을 Euclid평면에서의 Euclid쌍곡선이라 한다.
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2)(Taxicab쌍곡선)Taxicab거리의 차가 (일정)인 모든 점 의 집합

    

을 Taxicab평면에서의 Taxicab쌍곡선이라 한다.

3)(CC쌍곡선)CC거리의 차가 (일정)인 모든 점 의 집합

    

을 CC평면에서의 CC쌍곡선이라 한다.
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정의 2.9(포물선) 정점 와 를 지나지 않는 정직선 에 대하여

1)(Euclid포물선)Euclid거리가 같은 모든 점 의 집합

     

을 Euclid평면에서의 Euclid포물선이라 한다.여기서 은 점 에서 직선

 까지의 거리이다.

2)(Taxicab포물선)Taxicab거리가 같은 모든 점 의 집합

     

을 Taxicab평면에서의 Taxicab포물선이라 한다.여기서 은 점 에서

직선  까지의 택시거리이다.

3)(CC포물선)CC거리가 같은 모든 점 의 집합

     

을 CC평면에서의 CC포물선이라 한다.여기서 은 점 에서 직선  까지

의 CC거리이다.
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2.3한 점에서 직선까지의 거리

정리 2.10(Euclid기하) Euclid평면에서 한 점   가 주어질 때,한

점 에서 직선    까지의 Euclid거리는 다음과 같이 주어진다.

 


.

정리 2.11(Taxicab기하) Taxicab평면에서 한 점   가 주어질 때,

한 점 에서 직선    까지의 Taxicab거리는 다음과 같이 주어진다.

  


.

증명)는 직선 과 ,는 직선 과  의 교점이라 하자.그 때

   .

ⅰ) 일 때,

 는  이고,직선  위의 점이므로  이다.이를 에

대하여 정리하면  


이다.따라서,

   
 

 



 
 

이다.

 는  이고,직선  위의 점이므로  이다.이를 에

대하여 정리하면  


이다.따라서,
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이다.

   이므로,

  
  

 
이다.

ⅱ) 일 때,

 는  이고,직선  위의 점이므로  이다.이를 에 대하

여 정리하면  


이다.따라서,

   
 

  



 
 

이다.

ⅲ)  일 때,

 는  이고,직선  위의 점이므로  이다.이를 에 대하

여 정리하면  


이다.따라서,

   
 

  



 
 

 
 

이다.

ⅰ)~ⅲ)에 의하여,
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  ⋅

□

정리 2.11(CC기하) CC평면에서 한 점   가 주어질 때,한 점 에

서 직선    까지의 CC거리는 다음과 같이 주어진다.

  










    ≤




⋅ 
     ≤ ≤


    ≥

여기서  


은 직선 의 기울기이고,  이다.

증명)

는 직선 과 ,는 직선 과  ,는 직선 과  ,는 직

선 과  의 교점이라 하자.그 때

       .

ⅰ)≤이면    .

 는  이고,직선  위의 점이므로  이다.이를 에

대하여 정리하면  


이다.따라서,
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이다.

ⅱ)① ≤ ≤이면     .

   는   이고, 직선  위의 점이므로  ,

 를 대입하면  이다. 

이므로 


이다.따라서,

   

   
 
  

 ⋅
 

 


⋅ 
 

이다.

② ≥ 또는 ≤이면   .

는   이고, 직선  위의 점이므로  ,

 를 대입하면  이다. 이

므로 


이다.따라서,

  

   
 
  

 ⋅
 

 


⋅ 
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이다.

즉,≤ ≤이면,

 


⋅ 
 

이다.

ⅲ)≥ 이면    .

 는  이고,직선  위의 점이므로  이다.이를 에

대하여 정리하면  


이다.따라서,

   

   
 

 



 
 

이다.

□
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2.4원추곡선의 일반형

정의 2.12(이심률)타원,쌍곡선,포물선에 대하여 이를 지나는 한 점과 초점간

의 거리,준선에 이르는 거리의 비를 이심률이라 한다.즉 임의의 점 ,초점 ,

준선 이라 할 때,

  
 

.

이 때,  이면 타원,  이면 쌍곡선,  이면 포물선이라 한다.

정리 2.13(Euclid원추곡선) Euclid원추곡선은 다음과 같은 방정식의 형태를

따른다.

.

참고.단, 

 


 
라 할 때,,  이면 Euclid 원,,

, 이면 Euclid타원,,이면 Euclid쌍곡선이다.그리고

, 또는 ,이면 Euclid포물선이다.

정리 2.14(Taxicab원추곡선) 초점 ,  또는 초점 과

준선     을 갖는 Taxicab원추곡선은 다음과 같은 방정식의 형태를

따른다.

   ∓ ㉠

여기서,∈  ,  ,≤,는 원추곡선의 이심률

이다.

증명)초점  , 을 갖는 택시원추곡선의 방정식의 형태는
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  ∓ (1)

이다.여기서 ∈ ,≥이다.

유사하게 초점  ,준선     을 갖는 택시원추곡선의 방정식의

형태는

  , . (2)

이다.따라서 (1)과 (2)의 일차결합

   ∓  (3)

을 얻는다.이 (3)식이 모든 택시원추곡선을 나타낸다.식 (3)에서 임은 분

명하다.따라서  이라고 해도 무관하다.그러면 방정식 (3)이 (1)을 포함할

필요충분조건은 ∈ , ,≤이고,따라서   
,∈이다.

방정식 (3)이 (2)를 포함할 필요충분조건은  , , , ,≤

이다.

만약  라 하자.방정식 (3)은

  
∓ (4)

이다.여기서 ∈  ,  ,≤이다.

특히,인 경우,방정식 (4)로부터

 

 

이다.원추곡선의 이심률 를 다음과 같이 두자.

  ⋅

 
.

그러면   ⋅ 이기 때문에   ⋅  이고, 따라서

   이다.

□

방정식 ㉠에 의해 나타나는 모든 Taxicab원추곡선은 계수 을 사용함으로써

두 가지로 분류할 수 있다.방정식 ㉠에 의해 나타나는 택시원추곡선은 이
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면 택시타원,이면 택시쌍곡선이다.그리고 일 때 택시포물선이다.이

경우   이면 타원,  이면 포물선,  이면 쌍곡선이라고 부른다.

정리 2.15 (CC 원추곡선) 초점    ,    또는 초점 과

준선    을 갖는 CC원추곡선은 다음과 같은 방정식의 형태를 따른

다.

   
   ± 

㉡

여기서 ∈  , ≤,는 CC원추곡선의 이심률이고,














  ≤




 


  ≤ ≤




  ≥

이다.

증명)초점 와 을 갖는 CC원추곡선의 방정식의 형태는

   
   ±

(5)

이다.여기서 ∈ ,≥이다.

유사하게,초점 ,준선    을 갖는 CC원추곡선의 방정식의

형태는

    (6)

이다.여기서  이다.

따라서 (5)과 (6)의 일차결합

   
    ± 

(7)

을 얻는다.이 (7)식이 모든 CC원추곡선을 나타낸다.

식 (7)에서 임은 분명하다.따라서  이라고 해도 무관하다.그러면 방정
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식 (7)이 (5)를 포함할 필요충분조건은 ∈ , , ≤이고,따라서

  
′,′∈이다.방정식 (7)이 (6)을 포함할 필요충분조건은  ,

 , 이고,따라서  ,′,  ≤이다.

 라 하자.방정식 (7)는

   
   

′± 

(8)

이다.여기서 ∈  ,′, ≤이다.

특히 인 경우 방정식 (8)으로부터



   
′

이다.원추곡선의 이심률 를 다음과 같이 두자.

  ⋅


   


여기서,












   ≤



 
  ≤ ≤

   ≥

그러면   ′이기 때문에 ′이고,따라서 ′ 이다.

□

방정식 ㉡에 의해 나타나는 모든 CC원추곡선은 계수 을 사용함으로써 두 가

지로 분류할 수 있다.방정식 에 의해 나타나는 CC원추곡선은 이면 CC타

원,이면 CC 쌍곡선이다.그리고 일 때 CC 포물선이다.이 경우

  이면 타원,  이면 포물선,  이면 쌍곡선이라고 부른다.
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Ⅲ.피타고라스정리

3.1Taxicab및 CC피타고라스정리

정리 3.1(Euclid피타고라스정리) Euclid평면에서 직각삼각형의 3개의 변을

  ,   ,   라 하고 각 가 직각일 때,


 


이다.역도 성립한다.

보조정리 3.2 임의의 두 점  ,  ()를 지나는 직선의 기울

기가 이라 하면,다음이 성립한다.

  
.

여기서  


, 


,   .

만약  이면      이다.

증명) ,  ()이면 


이다. 와  의

정의에 을 대입하여 계산하면
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이므로    이다.같은 방법으로    이

다. □

보조정리 3.3 임의의 이 아닌 에 대하여,′


이라 하자.그러면

 ′,′.

여기서, 


,  


,   이다.

증명)


 

 
 





 














 




이므로 ′ 이다.같은 방법으로 ′이다. □

보조정리 3.4 








.

증명)

만약 직각삼각형 의 두 변 ,가 좌표축과 평행하면,  이고

  이다.따라서 비는 일정하다.

만약 직각삼각형 의 변 중 하나가 좌표축에 평행하지 않을 때,의 기울
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기를 이라 하면 와 는 수직이므로 의 기울기는 ′


이다.보조

정리 3.2에 의하여  ′ ′ ,  이고,보조정리

3.3에 의하여 정리가 성립한다. □

정리 3.5(Taxicab피타고라스정리) Taxicab평면에서 직각삼각형 의 3

개의 변을   ,  ,  라 하고 ,,′을 각각

,,의 기울기라고 하자.삼각형 의 변들이 축과 평행하지 않을

때,각 가 직각일 필요충분조건은


 


 ′




이다.여기서  


이다.

증명)우선,∠라고 가정하자.그러면 정리 3.1에 의해 
 


이

다. 보조정리 3.2에 의하여 
 

′
가 된다. 또한,

′


이므로 보조정리 3.3에 의해  ′이다.그러므로


 

′
 


 




또는


 

′
 ′

′
 ′




이다.

따라서 
 


 ′


가 되어 충분조건이 성립한

다.

이제 필요조건을 보이자.
 


 ′


라고 가

정하면, ′이다.


 


 ′

′
이므로


 ′
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이다.따라서 보조정리 3.2에 의하여 
 


가 된다.따라서 정리 3.1에

의하여 ∠이다. □

정리 3.6 (CC 피타고라스정리) CC 평면에서 직각삼각형의 3개의 변을

  ,  ,  라 하고 ,,′을 각각 ,,

의 기울기라고 하자.삼각형 의 변들이 축과 평행하지 않을 때,각 가

직각일 필요충분조건은


 


 ′




이다.여기서   


  이다.

증명)우선,∠라고 가정하자.그러면 정리 3.1에 의해 
 


이

다. 보조정리 3.2에 의하여 
 

′
가 된다. 또한,

′


이므로 보조정리 3.3에 의해 ′이다.그러므로


 

′
 


 




또는


 

′
 ′

′
 ′




이다.

따라서 
 

 
  ′


가 되어 충분조건이 성립한

다.

이제 필요조건을 보이자.
 


 ′


라고 가

정하면,′이다.


 


 ′

′
이므로


 ′




이다.따라서 보조정리 3.2에 의하여 
 


가 된다.따라서 정리 3.1에

의하여 ∠이다. □
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예제 3.7 다음 직각삼각형의 개의 변을   ,   ,   라

하자.각 거리함수에 대하여 피타고라스가 성립하는지 알아보자.

풀이)

 , 
, 

 이므로,
 


이다.

 , , , ,


이므로,

 


이

다.

 , 
, 

  , 이므로,
 




이다.

참고 3.8

직각삼각형  에서 개의 변을   ,   ,  라 하고,

각 가 직각이라 하자.그러면,

1) 또는 가 좌표축에 평행할 때,정의에 의하여,

(Taxicab) 

(CC)   

2)가 좌표축에 평행할 때,

(Taxicab) 






.만약   이면    .

(CC)   






.
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3.2-피타고라스정리

정의 3.9 ∈




 


에 대하여,임의의 두 점 ,의 -거리 는

  

이다.여기서  이다.-거리가 정의된 평면을 -평면이라 한다.

참고.-거리에서 이면 Taxicab거리가 되고, 


이면 CC거리가 된다.

정리 3.10 ∈
 에 대하여, 이면,

   .

 이면 와 는 수평선 혹은 수직선상에 놓여있고,

∈




 


에 대하여,

   .

증명)정의에 의하여

 





  

   

  
   

  

  이다.

ⅰ)  일 때,
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  이므로  이다.

∈
 에 대하여   이므로   이다.

따라서

   

이다.

ⅱ)  일 때,

    

이다.

□

보조정리 3.11 임의의 두 점  ,  ()를 지나는 직선의 기울

기가 이라 하면,다음이 성립한다.

.

여기서,  


이다. 만약  이면

 이다.

증명) ,  ()이면 


이다. 와  의

정의에 을 대입하여 계산하면 정리가 성립한다. □

보조정리 3.12 임의의 이 아닌 에 대하여,

′  ′.

여기서  


이고,′


이다.
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증명)직접적인 계산에 의해 증명이 쉽게 된다. □

보조정리 3.13 


 


.

증명)만약 직각삼각형 의 두 변 ,가 좌표축과 평행하면, 이고

 이다.따라서 비는 일정하다.

만약 직각삼각형 의 변 중 하나가 좌표축에 평행하지 않을 때,와 는

수직이므로 다른 변 또한 좌표축에 평행하지 않는다.만약 의 기울기를 이

라 하면 의 기울기는 ′


이다.보조정리 3.11에 의하여  ′,

 이고,보조정리 3.12에 의하여 정리가 성립한다. □

정리 3.14 (-피타고라스정리) -평면에서 직각삼각형의 3개의 변을

  ,  ,  라 하고 ,,′을 각각 ,,

의 기울기라고 하자.삼각형 의 변들이 축과 평행하지 않을 때,각 가

직각일 필요충분조건은


 


 ′




이다.여기서  


이다.

증명)

우선,∠라고 가정하자.그러면 정리 3.1에 의해 
 


이다.보조

정리 3.11에 의하여 
 

′
가 된다.또한,′


이므

로 보조정리 3.12에 의해 ′이다.그러므로


 

′
 


 






30

또는


 

′
 ′

′
 ′




이다.따라서 
 


  ′


가 되어 충분조건이

성립한다.

이제 필요조건을 보이자.
 


 ′


라고 가정

하면,′이다.


 


 ′

′
이므로


 ′




이다.

따라서 보조정리 3.11에 의하여 
 


가 된다.따라서 정리 3.1에 의하여

∠이다. □

참고 3.15

직각삼각형  에서 개의 변을   ,  ,  라

하자.

1) 또는 가 좌표축에 평행할 때,정의에 의하여,

   .

2)가 좌표축에 평행할 때,

   


.
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<Abstract>

ThePythagoreanTheorem inNon-Euclidplane

Inthisthesis,westudythePythagoreantheorem innon-Euclidplane.In

particular,westudytheTaxicabversionsofthePythagoreantheorem and

ChinesecheckerversionsofthePythagoreantheorem.Taxicabgeometryis

thegeometrybythetaxicabdistancefunction,whichthedistancebetween

two points is measured by moving distance of taxi and so it is

non-Euclidean geometry.In terms ofChinese checker geometry,ithas

originatedfrom themovementofChinesechecker'spieces.Inotherwords,

thelengthofroutewhichconsistoflinesegmentsonparalleltocoordinate

axisanddiagonallinessegments( or)becomesthemetricbetween

twopoints.Also,westudythePythagoreantheorem inalphaplane.
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