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Summary  

  Recently, our country need an extension of the existing harbor to efficiently use 

and construct a big new harbor according the exchange amount through harbor 

increases. Also, harbor calmness is kept so that safe anchoring of ship have 

smooth loading and unloading will be available. It is important that the secondary 

undulation phenomenon by long period wave and the wave height ratio by short 

period wave should be analyzed very correctly.

  This paper executed a numerical experiment to calculate secondary undulation 

analysis and wave height ratio about Jeju Harbor that is situated on the Jeju 

Island of Korea. Numerical model expresses interior using finite element and 

outside using series value of eigenfunction, and they were united in the 

imagination border to find value. Basis equation of numerical model used 

mile-slope equation in which bottom friction was included by Chen and Mei 

(1974). So, it was available analysis of long period wave and short period wave. 

Boundary condition of solid used portion absorption because perfection reflection 

displays greatly resonance amplification ratio. And, it used method that was 

presented to explain integral calculus of functional and simultaneous equations by 

Chen and Mei (1974).

  Also, though when do numerical calculation, required computing time and 

computer storage capacity decreased, the reason is because minimized band width 

and element division that consider water depth by pretreatment technique.

  The result of this numerical model is compared with hydraulic model 

experiment's result about rectangular harbor to verify the validity of developed 
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numerical model. Also, it is compared with numerical analysis result and 

experiment value for arbitrary shape harbor that Kashiyama (1993), Sato (1988), 

Saito (1993) was used. By the result, it was in very good agreement with others.

  This numerical model was applied to Jeju Harbor and computed resonance 

cycle. Also, in case of short period wave, the wave height distribution was 

calculated changing condition of incident wave variously. And the transfer form of 

water particle was displayed.
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Ⅰ.  서  론

1. 연구배경

 1-1. 연구 필요성

  최근의 우리나라의 대외 수출․입 물동량이 크게 증가되고 있으며, 이러한 수출․

입 물동량의 80% 이상은 항만을 통해 이루어지고 있다. 그러나 증가하는 물동량을 

처리하기 위한 기존의 항만 시설 용량의 부족과 항내정온도의 미확보로 인한 경제적 

손실이 날로 증가되고 있다. 이러한 문제해결 대책의 일환으로 기존 항만의 확장 및 

효율적인 운용과 대규모 신항만의 계획, 설계 및 시공 등이 계속 요청되고 있다.

 항만이란 선박이 안전하게 출입․정박할 수 있는 시설을 의미하며, 출․입항을 위해

서는 항내의 수면을 정온하게 유지하는 것이 필요하다. 이러한 항내 수면의 정온한 

정도를 항만 정온도라고 부르고 있다. 이러한 항내 정온도는 선박의 입출항의 안전성 

및 물양장, 안벽에서의 하역 가동율의 관점에서 결정된다. 항만의 계획에 있어서는 

소요의 정온도를 확보하기 위하여 항 입구에서 직접파랑이 입사하지 않도록 해야 하

며, 또한 다중반사가 일어나지 않도록 항내 형상이 계획됨과 동시에  반사파를 저감

하기 위한 구조형식이 선정되어야 한다. 항내 정온도를 산정 할 때에는 다방향 불규

칙파의 회절과 반사를 높은 정도로 계산할 수 있는 것이 중요하다. 또, 항내의 수심

변화가 현저한 경우에는 굴절, 천수변형, 쇄파변형도 고려해야 하는 경우도 있다.

 항만 정온도에 영향을 미치는 인자로는 과거에는 주기가 수십 초미만으로서 그 시

간적 변화가 눈에 보이는 단주기파를 대부분의 항내 수면교란 현상의 주된 원인으로 

생각하였다. 그러나 수천 톤 이상의 중․대형 선박의 운동에는 바람과 단주기파 외에 

장주기파도 큰 영향을 미친다는 것이 알려지게 되었다. 따라서, 이를 위해서는 단주

기파에 대한 해석과 아울러 장주기파에 의한 항내 부진동 현상에 대한 정확한 파악

이 필요하다.
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 1-2. 이론적 배경

 

 항만 정온도에 관한 현상의 연구로는 일반적으로 현장관측, 수리모형실험 및 수치모

형실험의 세 가지 방법을 이용한다.

 현장관측은 대상해역에 관측기계를 설치하여 일정 기간동안 현상을 관측하고 수집

된 자료를 분석하는 방법으로서 실제현상의 분석, 수치 및 수리모형의 입력 및 검증

자료로 활용된다.

 수리모형실험에 의한 방법에서는 대상항만을 일정한 축척에 따라 축소한 모형을 제

작하고 상사법칙에 기준하여 실제 현상을 재현한다. 그러나 대상으로 하는 실험이 3

차원인 경우 실험설비의 제약을 받는 경우가 많다. 또한, 경우에 따라 왜곡모형을 사

용할 때는 실험결과의 신뢰도가 상당히 저하되고 경비 및 시간이 많이 소요되며 대

책안별 비교가 수치모형실험에 비해 상대적으로 어렵다.

 수치모형실험은 물리법칙을 수식화한 지배방정식과 경계조건을 풀어서 컴퓨터를 이

용하여 해를 구하는 방법으로 여러 가지 대책안에 대해서 적용이 용이하며 경비와 

시간도 적게 소요된다. 그러나 물리현상의 수식화 및 수치계산시에 여러 가지 가정이 

도입되고 경계면 처리기법이 완전하지 못하므로 정확한 결과를 얻기 위해서는 검증

과정을 통해 수치모형의 정확성이 확보되어야 한다.

 본 연구에서는 경계의 처리에 장점을 지닌 유한요소법을 수치해석기법으로 선정하

였다, 해양파의 경우 일반적인 구조해석의 경우와는 달리 대상영역이 무한하므로 효

율성을 위해 통상적인 기법을 약간 수정하는 것이 필요하다. 즉, 유체영역을 실제로 

해석해야 할 내부영역과 이를 둘러싼 외부영역으로 나누고 내부영역만을 유한요소법

으로 계산하는 것이 계산시간의 단축이라는 관점에서 유리하다.

 외부영역과 내부영역의 접합에는 Chen과 Mei(1974)가 제시한 변분원리를 이용하였

다. 한편, 천수심에 대해 Mei와 Chen(1975)이 제안한 반사계수에 의한 부분흡수 경계

조건 및 Heaps(1969)가 순환류에서 사용한 해저면 마찰을 고려하여 산란파의 경계치 

문제를 수식화 하였다.
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2. 연구목적

 우리나라에서의 항만부진동 현상은 조석 현상으로 인하여 서해안보다 동․남해안에 

있는 항만들이 부진동의 영향을 상당히 받을 것으로 예상된다. 그 예로, 컨테이너 하

역작업을 하던 선박의 동요로 인한 선박의 피해와 하역 불능 등의 문제 등이 있고, 

항내 정온의 미확보로 인한 마리나 시설에 대한 피해 및 정박 중인 소형선박의 피해

와 화물선 등의 하역작업이 곤란 등이 발생할 수가 있다.

 그중에서 제주도에 위치한 제주항은 반 폐쇄적 항만으로서 항내의 길이가 폭에 비

해 다소 긴 형태의 항만이며, 대형선박의 접안을 위해 거의 모든 접안벽이 연직안벽

으로 되어 있다. 이러한 항만은 항내 정온확보가 다소 어렵고, 부진동 문제가 발생하

기 쉬운 환경을 갖추고 있으며, 시설의 확장이나 항만 하역 능력의 제고를 위한 시설

의 확장을 위해서는 많은 조사와 연구가 필요하다. 따라서 본 연구는 물동량이 현저

하게 증가하고 있는 제주항을 선택하여, 수치모형실험을 통해 제주항의 정온도 문제

를 해석하여 개선 대책의 기초 자료를 제공하고자 한다.

3. 논문의 구성

 본 논문에서는 우선 Ⅱ장에서는 수치모형의 기본방정식을 유도하기 위하여 부분흡

수 경계조건과 해저면 마찰을 고려하고 외해영역에서의 해석을 한 후에 범함수를 유

도한다. 다음으로 Ⅲ장에서는 유한요소 정식화로써 근사와 보간 함수를 이용하여 범

함수를 정식화 하며 수치계산의 최적화 작업으로써 자동요소 분할법과 밴드폭  최소

화 기법을 설명한다. Ⅳ장에서는 정온도 해석 및 검증으로써 먼저 직사각형 모형항만

에 대한 공진주기와 파고비를 계산 및 비교 하고 다음으로 임의형상 모형항만에 대

한 파고비를 계산 및 비교한다. 이러한 검증이 이루어진 후에 제주항에 대한 정온도 

해석을 한다. 마지막으로 Ⅴ장에서는 결론으로써 본 논문에서 얻어진 결론들을 종합

적으로 서술하고 있다.
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Ⅱ.  수치모형의 기본방정식

1. 기본 방정식

  대상유체는 비점성, 비압축성이고 비회전류라고 가정하였을 때 완만한 해저경사면 

위를 전파하는 미소진폭파에 대한 파동장은 다음 식으로 표현할 수 있다.(Berkhoff, 

1972).

∇ (CCg  ∇Φ ) +  
Cg

C
 w2 Φ = 0                      (1)

여기서,

∇=
∂
∂x

  i +
∂
∂y

  j

Cg : 군속도

C  : 파속

h (x, y )  : 수심

w  : 각주파수

Φ (x, y, t ) : 2차원 복소 포텐셜 함수

를 나타내며 군속도 Cg와 파속 C는 각각 다음 식과 같다.

Cg =
C
2







1 +
2kh

sinh  2kh
                              (2)

C 2 =
g
k

  tanh  kh                                  (3)

여기서, k는 파수를 나타낸다.

 Fig. 1에서는 직교좌표계 (x, y, z )와 원통좌표계 (r, θ, z )를 함께 사용하였다. 방파제

와 해안선의 경계에서의 에너지 손실을 무시한다면 경계에서의 수직방향의 유속성분

은 다음 식과 같이 영(0)이 된다.
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∂Φ
∂n

= 0                                     (4)

여기서, n은 영역 A에서 밖으로 향하는 단위 수직벡터이다.

Fig. 1. Definition sketch

 이제 유체영역을 모든 수평방향으로 무한원방 까지 확장하는 것으로 가정할 때 무

한 원방에서는 어떠한 개방 경계조건을 부과해야 한다. 본 연구에서 사용한 방사조건

은 Sommerfeld(1896) 방사조건의 특수한 경우로 다음과 같다

lim
r→∞

√
r 




∂
∂r

− ik   φS = 0                           (5)

윗 식은 산란파 φS가 무한원방에서 방출파로서 거동해야 한다는 것을 나타내고 있다.

 또한, 산란파 φS는 전체파랑의 포텐셜 φ에서 입사파의 포텐셜 φI를 뺀 것으로 다음
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과 같다.

φS = φ−φI                                (6)

2. 부분흡수 경계조건

  방파제, 해안선 등은 일반적으로 파랑 에너지를 전부 흡수하거나 반사시키지 못한

다. 부분흡수 경계조건을 고려하지 않고 완전반사로 가정한 경우는 자연 상태에서나 

수리모형에서의 값보다 큰 값을 나타낸다. 특히, 공진주파수에서의 진폭은 더욱 과장

된다. 따라서 경계에서의 부분흡수 경계조건이 필요하고 일반적으로 복소수인 반사계

수에 의해 표현되며 이는 Mei와 Chen(1975), Berkhoff(1975), Chen(1984, 1986, 1990) 

등이 사용한 바 있다. 본 연구에서 사용한 부분흡수 경계조건은 이들이 사용한 것과 

동일한 것으로 하였다.

 긴 직선형태의 해안선에 입사하는 천해파에 대해서 복소수 반사계수 Kr을 구할 수 

있다. 이 반사계수는 일반적으로 파랑의 주파수와 진폭, 해안선이나 방파제의 형태 

및 공극율의 함수이다. x방향으로 전파하는 파가 해안선에 대해 수직으로 입사하는 

것으로 하면 입사파와 반사파를 합한 전체 파랑은 다음 식으로 주어진다.

φe − iwt =−
iga0

w
(e ikx + Kre

− ikx)  e − iwt                      (7)

그리고 표면에 대한 수직경사는 다음과 같다.

∂φ
∂n

  e − iwt =
∂φ
∂x

  e − iwt =
ga0k

w
(e ikx−Kre

− ikx)  e − iwt             (8)

위의 식들로부터 해안선이나 방파제 등의 고체 경계면에서는 다음 식이 성립한다.

φ =−
iga0

w
(1 + Kr)                              (9)

∂φ
∂n

=
ga0k

w
(1 −Kr)                             (10)

위 식을 연립하여 정리하면 다음 식이 된다.



- 9 -

∂φ
∂n

= αφ      at   x = 0                           (11)

여기서,  α = ik
1 −Kr

1 + Kr

긴 소파성 방파제를 가진 항만에서는 음향학에서 임피던스조건이라고 부르고 있는 

조건을 경계조건으로 취급할 수 있으며, 완전반사의 경우 다음 식이 된다.

∂φ
∂n

= 0      at   x = 0                           (12)

3. 해저면 마찰

  부분흡수 경계조건과 마찬가지로 해저면에서의 마찰에 의해 파의 에너지 감소가 

이루어진다. 이는 파랑의 진폭의 감소를 의미한다. 이러한 감소는 항만의 공진주파수

에서 가장 민감하게 나타나며, 이는 물 입자의 속도와 전단응력이 그 지점에서 가장 

크기 때문이다. 

 해저면 마찰을 고려하기 위해서 해저면에서의 전단응력은 같은 장소에서의 포텐셜 

이론에 의한 물입자의 속도에 비례하는 것으로 가정하였다. 그리고 운동량 방정식에

서 x  및 y방향의 전단응력의 변화율이 z방향에 비해 작고, z방향의 전단응력의 변화

율은 중력에 비해 작다고 가정하면, 연속방정식과 저면 마찰력을 포함한 운동량 방정

식은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

∂U
∂x

+
∂V
∂y

+
∂W
∂z

= 0                              (13)

∂U
∂t

=−
1
ρ
∂P
∂x

+
1
ρ

∂τzx

∂z
                            (14)

∂V
∂t

=−
1
ρ
∂P
∂y

+
1
ρ

∂τzy

∂z
                            (15)

∂W
∂t

=−
1
ρ
∂P
∂z

− g                                  (16)
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여기서, τzx,  τzy는 전단응력, (U,  V,  W )는 x,  y,  z  방향의 유속성분, p는 압력, g는 중

력가속도, 그리고 ρ는 유체밀도를 나타낸다.

 자유수면에서의 역학적 경계조건 및 운동학적 경계조건은 다음과 같다.

∂ζ
∂t

= W     at   z = 0                           (17)

p = 0      at   z = 0                           (18)

여기서, ζ는 자유수면 변위이다.

 포텐셜함수 Φ는 선형화 된 Bernoulli 방정식을 만족시키는 것으로 정의하면 다음과 

같다.

p
ρ

+ gz =−
∂Φ
∂t
                               (19)

이 식을 x,  y에 대하여 미분하면 다음과 같은 식을 얻는다.

1
ρ
∂p
∂x

=
∂2Φ
∂x∂t

                                (20)

1
ρ
∂p
∂y

=
∂2Φ
∂y∂t

                                (21)

수심이 변화하는 완만한 해저면상을 전파하는 주기성 미소진폭파에 대한 수심에 관

한 함수는 다음과 같은 함수로 정의할 수 있다.

f =
cosh  k (z + h )

cosh  kh
                             (22)

여기서, k는 파수, h (x,  y )는 수심이다.

 파랑이 각 진동수 w를 가지고 시간에 대해 선형적인 것으로 가정하면 다음과 같이 

시간과 공간의 함수로 분리할 수 있다.

U (x,  y,  z,  t ) = fu (x,  y ) e − iwt                       (23)

V (x,  y,  z,  t ) = fv (x,  y) e − iwt                        (24)

W (x,  y,  z,  t ) = w (x,  y,  z ) e − iwt                      (25)

Φ (x,  y,  z,  t ) = fφ (x,  y,  t ) e − iwt                      (26)

ζ (x,  y,   t ) = η(x,  y) e − iwt                           (27)



- 11 -

해저면 전단응력을 표시하는 방법으로 Heaps(1969)와 같이 해저면 전단응력이 해저

면에서의 수평유속에 선형적으로 비례하는 것으로 단순화시켜 다음과 같은 식이 된

다.

τzx =− {ρU│z =− h =
{ρu

cosh  kh
e − iwt                   (28)

τzy =− {ρV│z =− h =
{ρv

cosh  kh
e − iwt                   (29)

여기서, { (x,  y )은 일반적으로 U,  V로부터 공간적 다양성과 위상차를 나타내는 복소

공간 마찰계수이다.

식 (20), (21)을 식 (13), (14)에 대입하면 다음과 같은 식을 얻는다.

∂U
∂t

=
∂2Φ
∂x∂t

+
1
ρ

τzx

∂z
                            (30)

∂V
∂t

=
∂2Φ
∂y∂t

+
1
ρ

τzy

∂z
                            (31)

식 (23), (24), (25), (26), (27)과 식 (28), (29)을 식 (30), (31)에 대입하고, 수심에 대

해 적분하면 다음과 같은 식을 얻는다.

u
:

f =
∂φ
∂x

  
:

f +
{u

iw  cosh  kh
                       (32)

v
:

f =
∂φ
∂y

  
:

f +
{v

iw  cosh  kh
                       (33)

여기서, 

:
f =  

:
− h

0

fdz =
tanh  kh

k
                                           (34)

위 식을 정리하면 다음과 같이 된다.

u = λ
∂φ
∂x
                                (35)

v = λ
∂φ
∂y
                                (36)

여기서,  λ =
1

1 +
ik{

w  sinh  kh

                                           (37)
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마찰계수 {는 Chen(1984)이 전단응력의 선형화된 형태로 무차원 공간 해저면 마찰계

수 를 도입하여 다음과 같은 식으로 제시하였다.

{ = (νw )
1
2   e

− i
π
4                              (38)

여기서, ν는 동점성계수이다. 해저면 마찰의 위상차(−
π
4
)를 항 γ로 치환한다. 그리

고 경험치로서 속도 축척 
wa0

kh
에 의하여 다음과 같이 나타낼 수 있다.

{ =
wa0

kh
  e iγ                                 (39)

따라서, 계수 {을 식 (37)에 대입하면 λ는 다음 식이 된다.

λ =
1

1 +
i a0

h  sinh  kh
  e iγ

                           (40)

따라서 식 (23), (24)은 식 (35), (36)에 의해 다음과 같은 식을 얻는다.

U (x,  y,  z,  t ) = λf
∂φ
∂x

  e − iwt                          (41)

V (x,  y,  z,  t ) = λf
∂φ
∂y

  e − iwt                          (42)

그리고 식 (19)을 z에 대해 미분하고, 식 (16)과 식 (26)을 연립하여 정리하면 다음 

식이 유도된다.

W (x,  y,  z,  t ) = f
∂φ
∂z

  e − iwt                           (43)

위 식 (41), (42), (43)들을 식 (13)에 대입하여 정리하면 최종적으로 다음 식을 얻게 

된다.

▽ (λ▽fφ ) +
∂2fφ

∂z 2
= 0                           (44)

식 (44)을 수심에 대해 적분하고 분산방정식(w2 = gk  tanh  kh)을 도입하면 다음과 같

은 식이 구해진다.

▽ (λCCg▽φ ) +
Cg

C
w2φ = 0                       (45)



- 13 -

식 (45)은 마찰력을 포함한 완경사 방정식과 같다.

4. 외해영역에서의 해석해

  직교좌표계에서 입사파가 일직선 해안에 진입할 때 입사파의 포텐셜은 

Jacobi-Anger 전개에 의하여 다음과 같이 급수해로 주어진다.

φI =−
iga0

w
 e ikr  cos(θ− θI)

=−
iga0

w Σ
n=0

∞
{ni

nJn(kr)  cos  n (θ− θI)

=−
iga0

w Σ
n=0

∞
{ni

nJn(kr)(cos  nθI     cos  nθ+ sin  nθI   sin  nθ )

          (46)

여기서, {n은 Newman 계수({n = 1 : n = 0;     {n = 2 : n = 1,  2,  3,  ) 이다.

직선 해안선의 경우에는 다음과 같이 표현할 수 있는 반사파 φR이 존재한다.

φR =−
iga0

w
Kr e

ikr  cos(θ+θI)

=−
iga0

w
KrΣ

n=0

∞
{ni

nJn(kr)  cos  n (θ+ θI)

=−
iga0

w
KrΣ

n=0

∞
{ni

nJn(kr)(cos  n  θI     cos  n θ− sin  n  θI   sin  n  θ )

       (47)

입사파와 반사파의 합은 다음 식으로 제시될 수 있다.

φI + φR =−
iga0

w
( )e ikr   cos (θ− θI) + Kr  e

ikr           cos (θ+ θI)                     (48)

식 (46)과 (47)를 식 (48)에 대입하면 다음 식을 얻는다.

φI+ φR =−
iga0

w
(1 + K ) Σ

n=0

∞
{n i

n Jn(kr)  cos  n  θI   cos  n  θ

+ (1 −Kr)Σ
n=0

∞
{n i

n Jn(kr)  sin  n  θI  sin  n  θ

             (49)
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외해 영역 R에서의 수심h가 일정한 것으로 가정 하였으므로 다음의 Helmholtz 방정

식을 이용할 수가 있다.

▽2φ+ k 2φ = 0                                   (50)

원통좌표계에서 Helmholtz 방정식은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

∂2φ

∂r 2
+

1
r
∂φ
∂r

+
1

r 2

∂2φ

∂θ2
+ k 2φ = 0                     (51)

위 Helmholtz 방정식의 일반해는 다음과 같다.

Θ(θ ) = 



cos  n  θ
sin  n  θ                              (52)

R (r) =




H (1)
n (kr)

H (2)
n (kr)

                           (53)

여기서, H (1)
n (kr )과 H (2)

n (kr )은 각각 제 1종과 제 2종의 n차 Hankel 함수로써 다음 

식으로 표시된다.

H (1)
n (kr) = Jn(kr) + iYn(kr)                       (54)

H (2)
n (kr) = Jn(kr) − iYn(kr)                       (55)

여기서, Yn(kr )은 제 2종 Bessel 함수이다.

식 (54), (55)에서 n이 고정되고 │kr│→∞일 때 Hankel 함수를 점근 전개하면 다
음 근사식을 얻는다. 

H (1)
n (kr) = 





2
πkr

1
2   e

i 






kr−
n  π
2

−
π
4      ,   0 < θ < π           (56)

H (2)
n (kr) = 





2
πkr

1
2   e

− i  






kr−
n  π
2

−
π
4   ,  −π < θ < 0            (57)

따라서, 무한 영역 R은 반원형태이므로 H (2)
n (kr)은 제외 되어야 한다.

 수심을 일정하게 가정한 무한영역 R에서의 해저면 영향을 무시하면, 복소변수를 가

진 Hankel 함수의 계산을 피할 수 있을 뿐만 아니라 입사파도 쉽게 입사시킬 수 있

다. 원해역에서의 산란파에 대한 해석해는 다음과 같다. 
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φS =−
iga0

w
  Σ
n=0

∞ Hn(kr)

Hn(krA)
  (αn  cos  n θ+ n    sin  n  θ )            (58)

여기서 αn = 0,  1,  2,     (n = 1,  2,  ),   n = 0,  1,  2,    (n = 1,  2,  )로서 결

정되어야 할 상수이고, rA는 Fig. 1에 나타낸 것처럼 근해역 A의 반경이다. 반무한 

원해역에서 산란파가 직선 해안선에 완전반사를 가정하면, 다음과 같은 식으로 표현

할 수 있다.

φS =−
iga0

w
  Σ
n = 0

∞ Hn (kr)

Hn (krA )
  αn  cos  n θ                    (59)

5. 범함수의 유도

  Fig. 1에서 근해역 A는 유한요소 근사를, ∂A와 연결된 원해역 R과의 접합조건이 

만족되도록 적절한 범함수를 갖는 변분원리에 의하여 경계치 문제를 직접 푸는 대신

에 관련된 범함수 F (φ )가 가지는 등가 문제( F = 0 )를 만족시키는 조건으로 전환

하여 풀 수 있다. 이러한 문제에 대한 범함수는 복소 변분 φ에 의해 지배방정식을 

가중적분하고 Green의 제 1정리와 발산정리를 도입하여 경계조건을 선적분 또는 면

적분에 대입함으로써 유도될 수 있다.

 영역 R은 ∂A외측의 모든 원해영역을 포함한다. 편의상 경계 ∂A는 반원을 선택하

였고 수심이 이들을 가로질러서 연속적이며, 영역 R에서는 수심이 일정한 것으로 한

다. 그리고 경계 ∂B가 육지 경계면을 나타낼 때 경계치 문제는 다음과 같이 나타낼 

수 있다. 

∇ (λCCg  ∇φ ) +  
Cg

C
 w2φ = 0        in  A,  R                 (60)

φR = φA                     on  ∂A                  (61)









λCCg
∂φ
∂nA R

= 







λCCg
∂φ
∂nA A

         on  ∂A                  (62)
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∂φ
∂n

= 0                      on  ∂B                (63)

아래첨자 A,  R  은 각각 영역 A,  R   에서의 값을 나타내며, n
→
 A는 영역 A에서 외향인 

단위수직벡터이다. 이하에서는 모든 면적적분에서 면적요소에 대한 기호 dA와 모든 

선적분에서 선 요소에 대한 기호 dL을 생략하기로 한다.

F (φ ) =−
::

A









▽ (λCCg▽φ ) +
Cg

C
w2φ φ 

+
:
∂B
λCCg

∂φA

∂nA
φA  

+
:
∂A















λCCg
∂φ
∂nA A

− 







λCCg
∂φ
∂nA R

φA 

+
:
∂A
λCCg(φR −φA)

∂ φR

∂nA
= 0

            (64)

이는 임의의 φ(즉, φA와 φR)에 대해 F가 0이 됨을 나타낸다. 여기서 식 (60)이 

영역 A에서 Euler 방정식임을, (62) 및 (63)는 자연 경계조건임을 의미하는 형태로 

기술되었다. 적분 앞의 부호는 식 (64)의 좌변이 
�
 
�
로 변형될 수 있도록 적절히 선

택하였다.

한편, 다음과 같이 φR이 식 (60)과 방사조건을 각각 만족하는 것으로 가정한다.

∇ (λCCg  ∇φR ) +  
Cg

C
 w2φR = 0       in  R                 (65)

lim
r→∞

(r)
1
2 





∂
∂r

− ik   φS
R = 0       along  ∂R                (66)

식 (65)과 (66)의 변분을 취함으로써 F을 찾으면 다음과 같다.

::
R

(φ− φ I)








▽ ( )λCCg▽ (φ− φI) +
Cg

C
w2 (φ − φI) = 0       (67)

−
:
∂R
λCCg(φ − φI)







∂ (φ − φI)
∂nR

− ik (φ − φI) = 0           (68)
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여시서, φI는 입사파 포텐셜이므로 φI = 0이고, 산란파 포텐셜 φS = φ−φI임에 주

의해야 한다. 식(67)과 (68)를 식 (64)에 더하면 다음 식을 얻는다.

F (φ ) =−
::

A









▽ (λCCg▽φ ) +
Cg

C
w2φ φ 

+
::

R
(φ−φI)









▽ ( )λCCg▽ (φ−φI) +
Cg

C
w2 (φ−φI)    

+
:
∂B
λCCg

∂φA

∂nA
φA  

+
:
∂A















λCCg
∂φ
∂nA A

− 







λCCg
∂φ
∂nA R

φA 

+
:
∂A
λCCg(φR −φA)

∂ φR

∂nA
= 0

−
:
∂R
λCCg(φ−φI)







∂ (φ−φI)
∂nR

− ik (φ−φI) = 0

   (69)

발산정리를 적용하면 다음 식들을 구할 수 있다.

::
A �

1
2
λCCg(▽φ )2 =

::
A �
λCCg▽φ ▽ φ 

=
::

A �
[▽ (λCCg φ▽φ ) − φ▽ (λCCg▽φ )]

=−
::

A �
φ▽ (λCCg▽φ ) +

:
∂A �

φλCCg
∂φ
∂n

=
::

A �
[▽ (λCCgφ▽ φ ) −φ▽ (λCCg▽ φ )]

=−
::

A �
φ▽ (λCCg▽ φ ) +

:
∂A �
φλCCg

∂ φ
∂n

   (70)

여기서, A�는 경계로서 ∂A�를, 그리고 외향 단위수직벡터로 n
→
를 가지는 임의의 영역

이다.

따라서, A�에 대한 면적적분은 식 (70)과 같이 2개의 다른 형태로 나타낼 수가 있다. 
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이제 식 (70)을 영역 A와 R상의 면적적분에 대해 적용한다. 그러면, 다음 식들이 구

해진다.

−
::

A









▽ (λCCg▽φ ) +
Cg

C
w2φ φ +

:
∂A +∂B

λCCg

∂φA

∂nA
φA

=
::

A

1
2









λCCg(▽φ )2 −
Cg

C
w2φ2

     (71)

::
R

(φ−φI)








▽ ( )λCCg▽ (φ−φI) +
Cg

C
w2 (φ− φI)    

−
:
∂R +∂A

λCCg

∂ (φR −φI)

∂nR
(φR −φI) +

:
∂R

ikλCCg (φ− φI)2  

=−
:

R

1
2









λCCg [▽ (φ−φI)]2 −
Cg

C
w2 (φ−φI)2

+
:
∂R

ikλCCg (φ−φI)2

    (72)

식 (71), (72)과 아래의 사실들을 이용하면

∂
∂nA

=−
∂

∂nR
      along  ∂A                        (73)

∂
∂nA

=−
∂
∂nB

      along  ∂B                        (74)

식 (69)로부터 다음 식을 구할 수 있다. 

F (φ ) =
::

A

1
2









λCCg(▽φ )2 −
Cg

C
w2φ2    

−
::

R

1
2









λCCg [▽ (φ−φI)]2 −
Cg

C
w2 (φ−φI)  

−
:
∂A
λCCg(φ−φI)

∂φR

∂nA

+
:
∂R

ikλCCg

2
(φ−φI)2

         (75)

식 (75)을 구하는 데는 φI = 0가 이용되었다. 식(75)으로부터 범함수 F는 다음과 같
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다.

F (φ ) =
::

A

1
2









λCCg(▽φ )2 −
Cg

C
w2φ2    

−
::

R

1
2









λCCg [▽ (φ−φI)]2 −
Cg

C
w2 (φ−φI)2  

−
:
∂A
λCCg(φA −φI)

∂φR

∂nA

+
:
∂R

ikλCCg

2
(φR −φI)2

        (76)

 식(76)의 제 2항에 Green의 제 1정리를 적용하면 다음 식이 나타내어진다..

::
R

1
2









λCCg [▽ (φ−φI)]2 −
Cg

C
w2 (φ−φI)2

=
:
∂A +∂R

1
2
λCCg(φR −φI)

∂ (φR −φI)

∂nR

                (77)

식 (77)를 식 (76)에 대입하고 방사조건에 대한 식 (68)을 사용하면 범함수를 다음과 

같이 다시 쓸 수 있다.

F (φ ) =
::

A

1
2









λCCg(▽φ )2 −
Cg

C
w2φ2    

+
::

∂A
λCCg







1
2

(φR −φI) − (φA−φI)
∂φR

∂nA
 

−
:
∂A

1
2
λCCg(φR −φI)

∂φI

∂nA

            (78)

또는 상기 식의 좌변 제 2항과 제 2항을 정리하면 동일하게 다음 식을 얻는다.
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F (φ ) =
::

A

1
2









λCCg(▽φ )2 −
Cg

C
w2φ2    

+
::

∂A

1
2
λCCg(φR −φI)

∂ (φR −φI)

∂nA
 

−
:
∂A
λCCgφA

∂ (φR −φI)

∂nA

−
:
∂A
λCCgφA

∂φI

∂nA

+
:
∂A
λCCgφ

I∂ (φR −φI)

∂nA

+
:
∂A
λCCgφ

I ∂φ
I

∂nA

                    (79)

모든 적분들이 A의 내부 혹은 ∂A를 연하여 산정되는 점이 강조되며, 따라서 변분원

리는 국부적인 원리이다.

변분 수식화에서 경계면에서의 에너지 흡수를 설명하기 위해서는 다음과 같은 항이 

포함되어야 한다.

−
:
∂B

1
2

CCgαφ
2                                (80)

따라서 최종적인 범함수는 다음과 같다.
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F (φ ) =
::

A

1
2









λCCg(▽φ )2 −
Cg

C
w2φ2                                     I1        

+
::

∂A

1
2
λCCg(φR−φI)

∂ (φR−φI)

∂nA
  I2

−
:
∂B

1
2

CCgαφ
2 I3

−
:
∂A
λCCgφA

∂ (φR−φI)

∂nA
I4

−
:
∂A
λCCgφA

∂φI

∂nA
I5

+
:
∂A
λCCgφ

I∂ (φR−φI)

∂nA
I6

+
:
∂A
λCCgφ

I ∂φ
I

∂nA
I7

       (81)

차후 영역 A는 유한요소로 세분되게 된다. 각 요소내의 근사해가 미지절점 포텐셜로 

이루어진 보간함수에 의해 구해지게 된다. 반면, 영역 R에서는 파랑 포텐셜이 미지계

수에 의해 해석적으로 구해지게 된다. 
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Ⅲ.  유한요소 정식화

1. 유한요소법의 개요

  유한요소법이란 영역을 요소라 부르는 유한한 크기를 갖는 도형의 집합으로 치환

하여, 미분 방정식의 근사해를 얻는 수치계산법의 일종이다. 대상영역이 1차원이라면 

유한 길이의 선 요소, 2차원이라면 유한 크기의 3각형 요소로 영역을 치환한 후 개개

의 요소 내에서 미분 다항식에 의해서 해의 근사가 이루어진다. 각 요소 내에서의 근

사가 완성되면 개개의 요소를 서로 연결하여 전체의 근사 모델을 작성한다. 이 근사

모델은 연립 대수 방정식으로 되어 있고, 이것을 풀어서 미분 방정식으로 주어진 경

계치 문제의 근사해를 구할 수 있다. 또한 유한요소법의 이용기술의 특징은 정식화로

부터 프로그래밍까지의 순서가 풀어야 할 문제에 관계없이 일관되어 있다는 것이다. 

실제로 푸는 방정식은 연립 방정식의 형태를 하고 있기 때문에 이해하기 쉽고, 프로

그램의 작성도 간단하다. 이 때문에 비교적 범용성이 높은 프로그램의 작성이 가능하

고, 흐름 해석의 Package화도 가능하게 된다.

2. 근사와 보간함수

  Fig. 1에서의 영역 R에서는 급수해를 가진 계수형 요소를 선택한다. 이제 영역 A

를 3개의 절점을 가진 미소삼각형 요소로 분할한다. Fig. 2의 e번째 요소에 삼각형 

요소를 선정한다. 삼각형의 꼭지점을 절점으로 택하여 반 시계방향으로 각각 φe
1, φ

e
2 , 

φe
3으로 번호를 붙인다. 각 절점번호에 대응하는 좌표를 (x

e
1 ,  y

e
1 ), (x e

2 ,  y
e
2 ), (x e

3 ,  y
e
3 )로 

한다. 삼각형 e상의 함수 φe
i를 x와 y의 1차식으로 표현하면 다음과 같다.
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φe
i =α1 +α2x+α3y                            (82)

여기서 α1 , α2 , α3은 각 요소마다 결정되는 계수이고, 각 절점마다의 연립방정식을 행

렬로 나타내면 다음과 같다.

                 

φe
1

φe
2

φe
3

=

                 

1 x e
1 ye

1

1 x e
2 ye

2

1 x e
3 ye

3

               

α1

α2

α3

                           (83)

Fig. 2. Typical boundary and interior elements

여기서,  α1 , α2 , α3에 대하여 풀기 위해서 행렬 

                 

1 x e
1 ye

1

1 x e
2 ye

2

1 x e
3 ye

3

의 역행렬을 구하면 다음과 

같다.

                 

1 xe
1 ye

1

1 xe
2 ye

2

1 xe
3 ye

3

 − 1 = 1

2△e

               

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

                      (84)

여기서,

                 a1 = x e
2 ye

3 − x e
3y

e
2      b1 = y e

2 − ye
3      c1 = x e

3 − x e
2

a2 = x e
3 ye

1 − x e
1y

e
3      b2 = y e

3 − ye
1      c2 = x e

1 − x e
3             (85)

                 a3 = x e
1 ye

2 − x e
2y

e
1      b3 = y e

1 − ye
2      c3 = x e

2 − x e
1
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또, △e는 삼각형의 면적이다.

△e = 1
2

                 

1 x e
1 y e

1

1 x e
2 y e

2

1 x e
3 y e

3

                              (86)

역행렬을 식 (83)의 양변에 곱하면, 다음과 같이 α1 , α2 , α3이 구해진다.

                    

α1

α2

α3

= 1

2△e

                    

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

                      

φe
1

φ 2

φe
3

                        (87)

이렇게 하여 얻어진  α1, α2, α3을 식 (82)에 대입하면, 삼각형 요소 e상의 미지수는 

다음과 같이 주어진다.

φe =
1

2△e
(a1 + b1x + c1y )φe

1

+ 1

2△e
(a2 + b2x + c2y )φe

2

+
1

2△e
(a3 + b3x + c3y )φe

3

                        (88)

식 (88)은 다음과 같이 나타낼 수 있다.

φe = N1φ
e
1 + N2φ

e
2 + N3φ

e
3                            (89)

여기서 보간함수는 다음과 같다.

Ne
1 =

(ai + bix + ciy)

2△e
         (i = 1,  2,  3 )                 (90)

위 설명에서 (x e
i ,  y

e
i )는 Fig. 2에서의 요소의 절점 i의 좌표이다. 보간함수 N e

i는 좌표

계에서 선형함수이고 영역 A에서 각각의 3절점 삼각형 요소의 해를 근사화 하는데 

사용된다.

3. 범함수의 산정

3-1. I1의 적분
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  식 81에서 I1는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

I1 =
::

A

1
2

λCCg (▽φ )2 −
Cg

C
w2φ2 dA

= Σ
e A

::
e

1
2
λCCg (▽φ )2 −

w2

λC2
φ2 dA

= Σ
e A

::
e

1
2

(λCCg )
2Σ
i = 1

3

     Σ
j = 1

3

▽N e
i ▽N e

j −
w2

λC2
NiNj φ

e
iφ

e
jdA

= Σ
e A

1
2

�
φe �T [K e

1 ] 
�
φe �

=
1
2

�
φ

�T  [K1 ]
�
φ

�

       (91)

여기서,

::
e
▽Ne

i ▽Ne
j dA = 1

4△e
(bibj + cicj )                  (92)

::
e

NiNjdA =





1
6
△ e                (i = j )

1
12
△e (i≠ j )

                        (93)

일반적으로 수심 h는 요소 내에서 (x,  y )의 함수가 될 수 있으며 선행되는 적분은 

수치적으로 수행될 수 있다. 

::
△e

hdA =
△ e (hi + hj + hk )

3
                          (94)

와 λCCg항을 적분의 바깥에 위치시킬 수 있다. 미분과 적분을 수행하면 [ ]Ke
1 를 얻을 

수 있다.

[ ]Ke
1  =

λCCg

4△ e
K1ij

e

         (i,  j = 1,  2,  3 )                   (95)

여기서, 
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K1ij =




b 2
i + c 2

i −
2 (△e )2

3
w2

λC 2
       (i = j )  

bi bj + ci cj −
(△ e )2

3
w2

λC 2
    (i≠ j ) 

                 (96)

행렬 [ ]Ke
1 는 구조역학에서 요소강성행렬이라고 하며, 대칭이다.

 3-2. I2와 I6의 적분

  식 (81)에서의 적분 I2와 I6를 계산하는 데는 식 (59)으로 주어지는 보간함수를 사

용한다. 한편, 해저면 마찰은 계산 과정에 큰 영향을 미치지 않을 것으로 가정하여 

무시한다. 그리고  n = S로 무한급수의 수를 제한하였다.

∂ (φR − φI )

∂nA

=
∂ (φR − φI )

∂r

=








−
iga0

w
  k  α0

H�
0 (kr )

H0 (krA )
+ Σ

n = 1

S

αn

H�
n (kr )

H0 (krA )
  cos  n  θ

          (97)

수치계산시에는 S = 8로 하였다.

식 (46), (49), (59) 와 (97)를 범함수의 I2의 적분에 대입하면 다음 식을 얻는다.

I2 =
:
∂A

1
2
λCCg (φR − φI )

∂(φR − φI )

∂nA

ds

=
rAkλCCg

2









−
iga0

w

2:
0

π 







α0

H�
0

H0

+ Σ
n = 1

S

αn

H �
n

Hn

  cos  n θ  








α0 + Σ
n = 1

S

αn   cos  n θ dθ

=
πrAkλCCg

2









−
iga0

w

2

α2
0

H �
0

H0

+ Σ
n = 1

S α2
n

2

H �
n

Hn

=
1
2

�
µ

�T[K2 ]
�
µ

�

 (98)

여기서, Hn = Hn (krA ), H �
n = H �

n (krA )는 Hankel 함수 및 이의 도함수이다. 또한 

산란파를 나타내는 다음의 행벡터를 도입하였다.

�
µ

�T =
�
α0,  α1,  α2,  ,  αS

�

이는 M = S + 1개의 성분을 가지며, [ ]K2 는 대각행렬로 다음과 같다.



- 27 -

[ ]K2 = πrAλCCg









−
iga0

w

2

diag








H �
0

H0

,  
1
2

H �
1

H1

,  
1
2

H �
2

H2

,  ,  
1
2

H �
n

Hn

        (99)

명백히 I2는 미지벡터 
�
µ

�
에서 쌍 1차이다.

같은 방법으로 식 (46), (49), (59)와 (97)를 범함수의 I6  적분에 대입하면 다음 식을 

얻는다.

I6 =
:
∂A

λCCgφ
I ∂ (φR − φI )

∂nA

ds

rAkλCCg









−
iga0

w

2:
0

π

(1 + Kr )Σ
n = 0

S

{n (i )nJn  cos  n θ  cos n θI  

                         + (1 − Kr )Σ
n = 0

S

{n (i )nJn  sin   n θ   sin n θI    α0

H �
0

H0

− Σ
n = 1

S H �
n

Hn

αn  cos  n θ dθ

= πrAkλCCg









−
iga0

w

2

(1 +Kr )J0α0

H �
0

H0

+ Σ
n = 1

S

(i )nJn

H �
n

Hn

αn (1 + Kr )  cos  nθI

=−
�
Q2

�T�µ �

  (100)

여기서, 
�
Q2

�T는 다음과 같은 1 (S + 1 )행벡터이다.

�
Q2

�T = (− πrAkλCCg )








−
iga0

w

2

(1 + Kr )J0

H �
0

H0

,  iJ1

H �
1

H1

(1 + Kr )  cos  θI,  ,  (i )SJS

H �
S

HS

(1 + Kr )  cos  S θI

   (101)

3-3. I4 와 I5의 적분

  I4 와 I5의 적분에 대해서는 반원 ∂A을 P개의 절점에 의해 (P − 1 )개의 작고 동

일한 선분으로 분할하여, ∂A상의 절점치를 다음과 같이 행벡터로 표시한다.

�
φ

�T =
�
φ 1,φ 2,  , φ P

�
                            (102)

각 선분의 길이는 다음과 같다.

LA =
1
2

2πrA
(P − 1 )

=
πrA

(P − 1 )
                       (103)

LA의 값을 매우 작게 취하면 ∂A의 각 선 요소에 대해 φA을 2개의 절점에서의 φA의 
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평균에 의해 근사화 하게 되고, 적분 범위를 LA로, 그리고 (φR − φI)에서의 θ  값을 

선요소의 중앙 점에서의 값인 θe로 대체하게 된다. 따라서 I4는 다음 식으로 주어진

다.

I4 =−
:
∂A

λCCgφA

∂ (φR − φI )

∂nA

ds

− kλCCg









−
iga 0

w
LAΣ

e = 1

P
1
2

(φ e +φ e+ 1 ) α0

H �
0

H0

+ Σ
n = 1

S

αn

H �
n

Hn

  cos  n θe

=
�
φ

�
[K4 ]

�
µ

�

=
1
2

�
φ

�T [K4 ]
�
µ

�
+

1
2

�
φ

�T [K4 ]
�
φ

�

      (104)

여기서, [K4 ]는 다음 식으로 주어지는 직사각형의 P (S + 1 )행렬이다.

[K4 ] =−
1
2

kλCCgLA









−
iga0

w

                                           

H �
0

H0

H �
n

Hn

  cos  n θ1

2
H �

0

H0

H �
n

Hn

(cos  nθ1 + cos  nθ2 )

2
H �

0

H0

H �
n

Hn

(cos  n θP − 2 + cos  n θP − 1 )

2
H �

0

H0

H �
n

Hn

  cos  n θP − 1

   (105)

여기서, n = 1,  2,  ,  S이다. θ1,  θ2,  ,  θP − 1은 각각 ∂A상의 첫 번째, 두 번째, …, 

P− 1번째 선 요소에 대한 θe의 값을 나타낸다. I4는 A에서의 절점 미지수와 R에서

의 계수 미지수사이의 상관관계를 제시한다.

 식 (81)에서의 적분 I5와 I7을 산정하는 데는 식 (46), (49)로 주어지는 보간함수를 

사용한다. I4 와 I5 적분에 대해서는 원 ∂A상의 절점치를 행벡터로 표시한다. 

적분 I5는 유한영역의 절점 미지수와 무한 영역에서의 적분계수 미지수와의 상관관계

를 제시한다. 무한영역에서의 직선 해안선에 의한 입사파와 반사파의 합의 ∂A에 대

한 법선 미분은 다음 식으로 주어진다.

∂φI

∂nA

=
∂φI

∂rA

=−
iga0

w
[ ]ik  cos (θ− θI )  e ikrA  cos (θ − θI) + Kr (ik )  cos (θ+ θI )  e ikrA  co s (θ− θI)     

   (106)

앞에서 제시한 것과 유사한 방법을 사용하면 식 (47), (49) 및 (59)에 의해 I5 적분이 
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다음 식과 같이 제시된다.

I5 =−
:
∂A

λCCgφA

∂φI

∂nA

ds  

− λCCg









−
iga0

w
LAΣ

e = 1

P− 1
1
2

(φ  e + φ e +1 )(ik )  

               [ ]  cos (θe − θ I )  e ikrA  cos (θe− θI ) + Kr  cos (θe + θ I )  e ikrA  cos (θe− θI )

=
�
Q 1

�T�
φ

�

      (107)

여기서, 하중 벡터
�
Q1

�T는 다음과 같은 1 P  행벡터이다.

�
Q1

�
T = λCCg









−
iga0

w

kLA

2
 
�
q1,  q1 +q2,  q2 +q3 ,  ,  qP− 2 + qP− 1,  qP− 1

�
    (108)

여기서,

qe = i  cos (θe − θI)  e ikrAcos (θe− θI) + iKr  cos(θe + θI)  e ikrAcos (θe+ θI)            (109)

여기서, e = 1,  2,  ,  P − 1이다.

3-4. I3의 적분

  적분 I3는 nB에서 하나의 정점을, 그리고 경계에서 하나의 측면을 가지는 요소들

의 경계측면을 연하여 산정되어야 한다. 흡수 경계조건에 의한 기지값들을 전체 강성

행렬에 재배치하기 위하여 φnB에 관한 적분 I3의 1차 변분을 내부 절점인 각각의 절

점 n에 대해 유도해야 한다. nB는 고정경계 ∂B의 절점이다.

∂I3

∂φnB

=−
:
∂B

NnBλCCgαφnBds                            (110)

식 (81)의 I3  적분을 다음과 같이 2개의 분할적분으로 분리한다.

−
:
∂B

NnBλCCgαφnBds

=−








:
nB − 1

nB

NnB (λCCgα)nBφnBds +
:
nB

nB + 1

NnB (λCCgα)nBφnBds

        (111)

이제 적분 I3의 1차 변분을 다음과 같이 쓸 수 있다.
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∂I3

∂φnB

=

        − Σ
nB =1

B −1






LL

(λCCgα )nB

6
(φnB −1 +2φnB ) +LR

(λCCgα)nB

6
(2φnB +φnB +1 )

    (112)

여기서, LL과 LR은 각각 nB의 좌측과 우측까지의 측면 길이이다. 그리고 B는 흡수

경계 ∂B상의 전체 절점수를 나타낸다. 계산된 값은 전체 강성행렬에 할당된다. 범함

수의 마지막 적분(I7 )은 상수이며, 따라서 중요하지 않다.

  식 (81)의 범함수에서 모든 적분을 요약하면 다음 식을 얻는다.

F(φ,  µ ) =
1
2 Σ

{ A

�
φe �T[K e

1 ]
�
φe �

+ 1
2

�
µ

�T[K2 ]
�
µ

�
+ 1

2

�
φ

�t[K4 ]
�
µ

�

+ 1
2

�
µ

�T[K4 ]T
�
φ

�

�
Q1

�T�φ �
−

�
Q2

�T�µ �
+Constant

                   (113)

여기서, [Ke
1 ]은 대칭이며, [K2 ]는 대각행렬이다. 모든 

�
φe �의 집합인 전체 절점벡터 

�
φ

�
을 정의하고 요소행렬 [Ke

1 ]을 단일 전체행렬 [K ]로 모은다. 그리고 ∂A상의 모든 

경계 절점치 
�
φ

�
가 

�
φ

�
의 부분집합임에 주의해야 한다. 이제 Global vector array 

�
φ

�

에서 마지막 P위치에 
�
φ
�
을 할당한다. 다음에는 절점 미지수와 미지계수를 결합하고 

전체 미지벡터 
�
ψ

�
을 다음 식으로 정의한다.

�
ψ

�T =
�
  
�
φ

�T,  �µ �T   �

=
�
  φ1,  φ2,  ,  φE,  µ0 ,  µ1,  ,  µS + 1  

�                     (114)

여기서, N = E + (S + 1 )으로 미지수의 전체 개수이다. 식 (113)을 다음과 같이 쓸 

수 있음이 분명하다.

F
�
ψ

�
=

1
2

�
ψ

�
T  [K ]  

�
µ

�
+

�
Q

�
T  
�
ψ

�
+ constant                (115)

여기서, 전체 계수행렬 [K ]가 대칭임을 강조한다. 전체하중벡터 
�
Q

�
T는 다음과 같다.

�
Q

�
T =

�
  
�
0
�
T,  

�
Q1

�
T,  

�
Q2

�
T  
�
                           (116)

여기서, 영요소의 행렬에 대해서는 [0 ] , 그리고 영성분의 벡터에 대해서는 
�
0
�
T의 기
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호를 사용하였다. 마지막으로 범함수 F의 정류성은 다음 식을 의미한다.

∂F
∂ψi

= 0      (i = 1,  2,  ,  N )                        (117)

이는 식 (115)을 고려하면 다음 식을 얻을 수 있다.

[K ]  
�
ψ

�
=

�
Q

�
                                (118)

이것은 여러 가지 방법에 의해 풀 수 있는 N개의 미지수에 대한 N개의 선형 단위 

대수방정식이다. 통상 이러한 대수방정식은 Gauss 소거법을 이용하여 푼다.

유한요소법에 의한 계산의 정확도는 파장, 경계형상 및 문제의 특성 등에 의존하며, 

요소의 크기는 최단파장 및 최소 곡률반경 보다 작아야 한다. Chen과 Mei(1974)는 

수치실험결과에 근거하여 
l e

L ≤ 0.1  (l e는 삼각형 요소의 변의 길이, L은 파장)을 기

준으로 하였다.

4. 수치계산의 최적화

4-1. 수심에 따른 격자최적화 기법

  본 연구에서 전처리 기법으로 사용한 자동요소분할법(김 등, 2000)을 사용하여 유

한요소망을 생성하는 경우 상대적 요소분할이 가능하다. 즉, 입력절점의 다소에 의해 

분할밀도를 다르게 할 수 있다. 그러나 이러한 분할은 수심에 따른 정확한 분할이 이

루어지지 않고, 과도한 분할을 생성시킬 우려가 있다. 이러한 문제로 인하여 본 연구

에서는 각 절점에서의 수심을 이용하여 그 절점에서의 파장을 계산한 후 사용자가 

입력한 분할개수 만큼 분할이 이루어 졌는지 확인 후 만족할 때 까지 분할과 결합을 

병행하여 최적의 요소크기로 분할이 이루어지도록 계량하였다. 이로써, 불필요한 요

소분할이 최소화 되었고, 이에 따라 계산용량과 계산속도가 현저히 개선되었다.

4-1. 밴드폭 최적화 기법
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  본 연구에서 전처리 기법으로 사용한 자동요소분할법(김 등, 2000)은 Delaunay 삼

각분할법을 기본으로 한다. 이 분할법을 사용하여 유한요소망을 생성하는 경우 요소

와 절점번호가 불규칙하게 배열되므로 이로부터 얻어지는 강성행렬은 밴드폭이 매우 

큰 희소행렬이 되므로 이를 실제해석에 사용하는 것은 비효율적이다. 따라서 이러한 

요소망은 밴드폭 최소화 기법을 사용하여 밴드폭을 최소한으로 줄여야 한다. 이를 위

하여 본 연구에서는 현재 널리 쓰이고 있는 Reverse-Cuthill Mckee의 방법을 사용하

였다. 이 방법에서는 사용자가 요소망 구성시 사용한 가장자리를 시작절점으로 하며, 

밴드폭을 최적화 시켜 얻은 결과는, 기존에 부여된 절점번호 자체를 처음부터 재배열 

한다. 이렇게 재배열된 후의 강성행렬의 밴드폭은 상당히 작게 나타났고, 이로 인해 

수치계산용량 및 계산시간이 현저하게 단축되었다.
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Ⅳ.  정온도 해석 및 검증

   정온도 해석에 대한 타당성을 조사하기 위해서 직사각형 모형항만과 임의형상 모

형항만에 대해 본 수치기법에 의한 계산값과 다른 연구자들의 계산값 및 실험값과 

비교를 하였다. 결과 타당성이 검증되었고 이를 토대로 본 수치기법을 이용하여 제주

항에 대해 계산을 하여 보았다. 

  1. 직사각형 모형항만

   수치모의를 검증하기 위한 간단한 모델로서, Fig. 3에 보이는 일정 수심의 직사각

형 항만의 공진해석을 하였다. 수치모의에 이용한 직사각형 항만모델은 Goda와  

Ippen(1963), Lee(1969)와 Chen(1986)이 사용한 똑같은 직사각형 항만모델로 폭 B가 

6.04cm이고, 길이 L이 31.11cm이며, 수심은 25.72cm이며, 원호의 반경 r은 항만 폭

의 2배인 12.09cm이다. 

 Fig. 4는 해석영역을 삼각형 유한요소를 이용하여 요소수 3,655개, 절점수 1,962개로 

분할한 것이다.  또, 유한요소 분할은 입사파 중에서 주기가 가장 짧은 파 

(kL=5.0)의 1파장에 58개의 요소가 포함 되도록 분할  함으로써 Chen과 Mei(1974)

가 제시한 1파장에 10개의 절점이 필요한 조건을 만족하였다. Ippen과 Goda(1963)와 

Lee(1969)가 실시한 수리모형실험과 수치모형실험은 모두 해저면에서는 마찰로 인한 

손실이 없고 경계면에서는 파가 완전 반사되는 것으로 가정하였다. 그러나 실제 수리

실험의 경우 모형항만의 해저면이 콘크리트로 제작되는 점을 감안하면 어느 정도 마

찰로 인한 손실이 존재하고 직립안벽에서도 약간의 에너지 흡수가 존재하므로 완전

반사가 거의 불가능하다. 따라서 본 수치모형에서는 반사계수 Kr = 0.98 , 저면에서

의 마찰로 인한 에너지 손실이 없는 것으로 가정하여 마찰계수는 = 0로 하여 수리
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모형 실험결과와 비교 분석하였다. 파향은 정선에 직각으로 입사하는 것으로 하였고, 

입사파의 진폭 ao는 0.127cm로 주었다.

   Fig. 5은 Fig. 3의 항만 제일 안쪽 P점에서의 계산된 공진 주기를 Ippen과  

Goda(1963) 및 Lee(1969)의 실험값과 Chen(1986)의 수치해석결과와 비교한 것이다. 

Fig. 5의 횡축은 파수 k에 항의 길이 L을 곱한 무차원화 된 파수 (kL )이며, 종축은 

수면변위 (η )를 입사파의 진폭 (2a0 )로 나눈 증폭비 






η
2a0

을 나타내었다. 수치모의

는 횡축의 무차원 계수 kL을 0.025부터 5.0까지 0.01간격으로 주어 계산하였다. 계산

결과를 보면, 제1공진주기 (kL=1.33)와 제2공진주기 (kL=4.18)부근에서의 증폭비는 

실험값과 거의 같은 크기를 나타내고 있으며, 수리모형실험 결과와 매우 일치함을 알 

수 있다. 그리고 수치계산결과를 살펴보면 입사파의 파장이 길어짐에 따라 증폭비가 

작은 공진이 나타남을 알 수가 있다. Fig. 6은 Fig. 3에 나타낸 P점에서 증폭비가 가

장 큰 제1공진 주기와 두 번째로 큰 제2공진 주기에서의 파고 증폭비를 2차원 및 3

차원으로 도시한 것으로, 1파장의 1/4모드와 3/4모드에 상당하는 알 수 있다.         
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Fig. 3. Definition sketch for full open rectangular harbor
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Fig. 4. Finite element mesh for full open rectangular harbor
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Fig. 5. Comparison of response curves at point in fully open rectangular 

harbor

(a) First peak                                (b) Second peak

Fig. 6. Wave amplification ratios for full open rectangular harbor
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2. 임의형상 모형항만

  기하학적 형태의 항만이 아닌 임의 형상항만에 대한 본 수치모형의 타당성을 검토

하기 위하여, Kashiyama(1993), Sato 등(1988)와 Saito 등(1993)이 실시한 것과 동일

한 형태의 항만을 사용하여 항내 정온결과를 비교하였다(Fig. 7). 수치계산 조건으로

는 항 입구에서의 입사파의 반사를 저감하기 위하여 항내측의 일부는 소파구조로 했

다. 반사율은 合田(1990)을 참고로 소파구조의 경우 0.4, 직립구조의 경우 0.9로 했다. 

입사파랑의 조건으로, 파고는 1.0m, 주기는 10sec를 주었고, 수심은 해석영역 전체를 

7m로 일정하게 주었다.   

Fig. 8는 삼각형 유한요소를 이용하여 해석영역을 분할한 것을 나타낸 것으로, 삼각

형 유한요소의 절점수는 35,967개, 요소수는 70,791개이다. 방파제 선단으로부터 경계

까지의 거리는 75m 로, 이것은 입사파의 파장 78.92m 와 거의 같다. 요소의 크기는 

파장과 요소 크기의 비율이 1/20이 되도록 4m 정도로 일정하게 했다. 

Fig. 9 는 입사각 270°의 파랑에 대한 수치계산 결과 중 항내 수역만을 사용하여, 본 

계산값과 다른 수치해석결과 (Sato 등 1988; Kashiyama, 1993)와 실험결과 (Saito 등  

1993)를 비교한 것이다. Fig. 9 에서 종축은 파고비를 나타낸 것이며, 횡축은 모델 항

만의 거리를 나타낸 것이다. Fig. 9 에 비교한 단면은 항내측 방향으로 Line-1, 

Line-2, 연안방향으로 Line-3, Line-4 등 모두 4개의 단면이다. 먼저 Line-1, Line-2

의 항내측 방향에 관해서 검토해 보면, 공진조건에 의한 배와 절이 거의 일치하고 있

고, Line-2에서 주방파제와 부방파제 사이에서 배와 절의 구분이 약간 일치하고 있지 

않으나 대체로 양호한 것을 알 수 있다. Line-3, Line-4의 연안방향에 관해 검토해 

보면, Line-3에서 실험값이 주방파제 부근에서 약간 크게 나오지만 계산값 자체는 거

의 일치하고 있는 것을 알 수 있다. Line-4에서는 Sato 등(1988)의 방법이 약간 큰 

값을 나타내지만, 공진현상을 나타내는 배와 절은 대체로 양호하게 일치하고 있다.

  Fig. 10 는 Fig. 9 에 나타낸 계산 값을 이용하여 파고를 3차원으로 시각화한 것으

로 항외와 항내의 파고분포를 잘 나타내고 있다.
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Fig. 7. Definition sketch for arbitrary shape harbor
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Fig. 8. Finite element mesh for arbitrary shape harbor
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Fig. 9. Comparison of relative wave height for arbitrary shape harbor
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Fig. 10. Three dimensional wave profiles for arbitrary shape harbor 
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  3. 제주항의 정온도 해석

  제주항은 제주도의 북쪽에 자리잡고 있으며, 연간하역능력 2,135,000ton, 동시접안능

력 24척, 최대접안능력은 20,000ton인 제주도의 관문항이다. Fig. 11에서 볼 수 있듯

이 제주항은 돌출항으로 동서로 1.5km, 남북1.8km이며, 항내의 수심은 2∼11m로 비

교적 완만하다. 외해와의 경계에는 방파제 2,969m(동방파제 979m와 서방파제 

1,990m)가 있고, 항내의 수면적은 790,000㎡이다.

  현재 제주항은 태풍시 또는 외해에서 발달된 고파랑 내습시 서방파제를 통한 월파

가 광범위한 범위에 걸쳐 일어나고 있는 실정이다. 또한 항 입구를 통해 내습한 파랑

은 서방파제 항 내측을 따라 연파형태로 높은 파고의 파랑이 항내로 전파되고 있다.

  제주항의 항내 입사파에 의한 정온현상을 예측하기 위하여 Fig. 12과 같이 삼각형 

유한요소로 분할하였다. 최적의 분할이 이루어 질 수 있도록 항의 제일 안쪽 부분에 

대한 수심이 2m인 것과 항외부분이 13∼25m인 것을 고려하여 수심이 얕은 부분은 

격자간격이 작은 소분할이 되도록 하고 수심이 상대적으로 깊은 부분은 격자간격이 

큰 대분할이 되도록 차등 분할을 실시하였다. 분할된 유한요소의 절점수는 35,967개, 

요소수는 70791개이다. 요소의 분할은  Kashiyama와 Sakuraba(1994)가 제안하고 있

는 파장과 요소크기의 비율이 10보다 커야한다는 조건을 만족하도록 분할하였다. 

  본 계산은 Table. 1과 같이 제주항의 심해 설계파 조건에서 제시된 각 파형별 가장 

큰 입사파고와 주기를 가진 파를 선별하여 각 case별로 실시하였다(정 등, 2000).

Table. 1.  Incident wave condition

Cases Wave height (m) Period (sec) Direction

1 4.7 9.0 NE

2 7.0 11.0 NNW

 반사율은 소파구조에서의 반사계수 K r은 0.4, 사석경사제에서의 반사계수 K r은 0.6, 

직립구조에서의 반사계수 Kr은 0.9로 했으며, 해저면 마찰계수 β는 계산값에 큰 영향

을 주지 않는 것을 고려하여 0으로 했다. 
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  Fig. 13, 14는 위의 조건을 이용하여 제주항에 대해 case별 계산된 항내 파고 분포

를 나타내고 있다. 그림에서 알 수 있듯이 case 1이 case 2에 비해 다소 높은 파고 

분포를 나타내고 있는데 이러한 현상은 case 1에서의 입사파고가 4.7m로 case 2에서

의 파고 7.0m보다 비교적 작게 부여 되었지만 case 1에서는 입사파 파향이 NE방향

이기 때문에 파가 항 입구를 통해 직접 입사되고 서방파제 항 내측 배후면을 따라 

연파형태의 파가 발생되기 때문인 것으로 사료된다. 또한, 이 결과를 해양수산부

(1999) 설계기준의 항내 파고 0.5∼1.0m의 값과 비교하면, 제4부두와 제5부두, 제6부

두는 설계기준에 비해 비교적 파고가 크며, 제1부두, 제2부두, 제3부두 등은 비교적 

작은 파고를 나타내고 있는 것을 알 수 있다. 계산값 중 각 부두별 파고 분포를 

Table. 2에 나타내었다.

Table. 2.  Computed relative wave height(unit: m)

Cases Pier 1 Pier 2 Pier 3 Pier 4 Pier 5 Pier 6

1 0.3 0.3 0.7 2.5 1.5 1.5

2 0.2 0.2 0.7 1.7 1.7 1.0

  Fig. 15, 16은 각 case별 수면변위를 3차원으로 나타낸 것이다. Fig. 15, 16에서는 

파의 진행방향과 회절현상 그리고 굴절현상들이 잘 나타나 있기 때문에 육안으로도 

쉽게 파의 진행 상황을 파악할 수 있다. Fig. 17, 18은 각각 case 1, 2의 계산결과 중 

물입자의 속도를 이용하여 벡터화 하였다. 그림에서 파의 배와 절 부분을 포함하여 

물입자의 거동에 대해 잘 나타내고 있다.
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Fig. 11. Water depth diagram for Jeju Harbor

Fig. 12. Finite element mesh for Jeju Harbor
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Fig. 13. Computed relative wave height for Jeju Harbor(case 1)

Fig. 14. Computed relative wave height for Jeju Harbor(case 2)
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Fig. 15. Three dimensional wave height distribution for Jeju Harbor(case 1)

Fig. 16. Three dimensional wave height distribution for Jeju Harbor(case 2)



- 48 -

Fig. 17. Vector map of wave particles for Jeju Harbor(case 1)

 2.0m/sec



- 49 -

Fig. 18. Vector map of wave particles for Jeju Harbor(case 2)

 2.0m/sec
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Ⅴ.  결  론 

  

  유체의 성질에 관한 수치해석은 비단 토목공학 분야만이 아니라 많은 이공학 분야

에서 널리 행해지고 있다. 컴퓨터의 발달과 전산유체역학의 발달로 실제로는 관찰하

기 힘들거나 직접적인 실험을 하기 어려운 자연 현상도 해석 및 예측이 가능하게 되

었다. 본 연구에서는 항만의 정온에 관한 수치모의를 하기 위하여 기본 방정식으로 

마찰을 포함한 완경사방정식을 이용 하였고, 유한요소 기법을 이용하여 해석을 실시

하였다. 또한 모의결과를 2차원 및 3차원으로 나타내어 항만 정온도를 쉽게 파악할 

수 있도록 하였다.

① 본 논문의 타당성을 검토하기 위하여 Ippen과 Goda(1963)가 실시한 완전 개방된 

직사각형 항만에 입사하는 장주기파의 증폭현상에 대해 비교, 분석하였다. 그 결과 

다른 수치 계산 결과와 수리 모형실험 결과와 비교 하였을 때 매우 좋은 일치를 보

였다.

② 임의형상 항만에 대한 검증으로서  Kashiyama(1993), Sato 등(1988)와 Saito 등. 

(1993)이 실시한 것과 동일한 조건으로, 동일한 모델항만의 수치해석 결과와 실험값

과의 비교를 하였다. 그 결과, 본 수치모의의 타당성이 검증되었다.

③ 제주항에 대해 수치모의를 실시한 결과 case 2에 대해서는 다소 양호한 정온상태

를 보였지만, case1에 대해서는 입사파에 의한 연파형태의 파가 발생하여 다소 높게 

나타났고, 모든 case에 대한 각 부두별 정온상태는 제4, 5, 6부두에서 높게 나타났고, 

제1, 2, 3부두에서는 다소 양호하게 나타났다. 

④ 본 연구에서 수행한 수치모의는 실제의 항만의 정온도 해석에 대한 결과를 잘 나

타내기 때문에 차후 항만의 확장이나 , 신설시 본 수치모의의 방법을 이용하여 정온

도를 예측하고, 그 결과를 가시화할 수 있을 것으로 사료되며, 그 활용도가 기대된다.
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