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< 抄錄 >

連續性과 微分을 利用한 三角函數 

導入과 性質 硏究

宋 銖 彦

指導敎授 高 胤 熙

   본 연구에서는 함수의 연속성과 미분 가능성을 이용하여 삼각 함수를 정의하고  

 삼각 함수의 여러 가지 성질들을 연구하였다. 그리고 연구 과정을 통해 정의된 삼  

 각함수의 충분조건들을 최소로 완화하여 삼각 함수가 정의되었다는 사실을 비교   

 분석하였다.1)

1)※ 본 논문은 2004년 8월 제주대학교 교육대학원 위원회에 제출된 교육학 석사 학위 논문

임.
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I. 서론

   본 논문에서는 함수의 연속성과 미분 가능성을 이용하여 충분조건을 최소로 완  

 화하여 삼각 함수들을 정의하고 삼각 함수의 여러 가지 성질들을 연구하였다. 연  

 구 과정에서 다음과 같은 내용들을 참고하였다.

 (i) 함수 f  가 임의의 실수 x,y  에 대하여 f(x+y)= f(x)+f(y)  를 만족하고

  x=0  에서 미분 가능하고 f '(0)≠0  이면, 함수 f  는 선형 함수가 된다.

 (ii) 함수 f  가 임의의 실수 x,y  에 대하여 f(x+y)= f(x)+f(y)  를 만족하고

  x=0  에서 연속인 비상수(nonconstant)함수이면, 함수 f  는 선형 함수가 된다.

 (iii) 함수 f  가 임의의 실수 x,y  에 대하여 f(x+y)= f(x)+f(y)+2xy  를

  만족하고 f '(0)=0  이면 f(x)=x
2  이 된다. 

 (iv) 함수 f  가 임의의 실수 x,y  에 대하여 f(x+y)= f(x)f(y)  를 만족하고

  x=0  에서 미분 가능하고 f '(0)≠0  이면, 함수 f  는 지수함수가 된다.

 (v) 함수 f  가 임의의 실수 x,y  에 대하여 f(x+y)= f(x)f(y)  를 만족하고

  x=0  에서 연속인 비상수 함수 f  는 지수함수가 된다.

   한편 R. Johnsonbaugh와 W. Rudin은 Maclaurin 급수를 이용하여 삼각 함수를  

 도입하고 여러 가지 성질들을 연구하였다. 본 연구 과정에서 R. Johnsonbaugh와  

 W. Rudin이 연구 방법들을 부분적으로 참고하였다.

   연구 내용 중 제시된 함수가 최소의 양의 근을 갖는 내용을 제외한 대부분의 연  
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 구 내용들은 연속성과 미분 성질을 활용하였기 때문에 고등학교에서 미적분을 학  

 습한 우수 학생들은 충분히 이해할 수 있을 것으로 기대된다. 그러므로 연구 내용  

 은 고등학교 수준에서 삼각 함수의 성질 연구에 많은 도움을 줄 수 있을 것으로   

 기대된다. 

   본 논문의 본론 제1부에서는 핵심 연구 과정에서 필요한 선행 연구 내용들을 요  

 약하여 제시하였다.

   본 논문의 본론 제2부에서는 여러 가지 충분조건들을 만족하는 함수들에 대한   

 정리를 제시하고 여러 가지 성질들을 연구하였다. 그리고 연구한 함수들이 삼각   

 함수로 정의됨을 보였다. 그리고 핵심 연구 과정에서 제시된 충분조건들이 삼각   

 함수 성질을 규정하는 가장 완화된 조건들이 된다는 사실을 비교 분석하였다.

   결론 부분에서 본 연구 내용에 대한 요약 및 제언을 하였다.
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II. 본론

 1. 실수의 완비성, 함수의 연속성과 미분 성질

    본론 제1부에서는 핵심 연구 과정에서 필요한 내용들(실수의 완비성, 수열의   

  수렴성, 함수의 부동점과 부동점의 수렴 범위, 부동점 성질과 극한 성질을 이용한  

  분수 함수의 도입, 함수의 연속성과 미분 성질 등)을  요약 제시한다.

 [공리 1.1] (실수의 완비성 공리) 실수의 집합 R  의 부분집합 B  가 유계이면,   

 B  의 최소 상계 α= s upB  와 최대 하계 β= i nfB  가 존재하며, 원소 α,β  는  

 B  의 폐포 B 에 속한다.

 [정리 1.2] 실수의 집합 R  의 부분집합 S  가 아래로 유계이고 β  가 S  의 최대  

 하계 β= i nf S  이면, β  에 수렴하는 수열 {sn}⊂S  이 존재한다.

 [정리 1.3] 함수 f :R→R  이 연속이기 위한 필요 충분조건은 R  임의의 폐부분집  

 합 F  에 대하여 f
-(F)  가 폐집합이다.

 [정리 1.4] 실수열 {an}  이 단조 증가 또는 단조 감소인 경우 수열 {an}  이

 수렴하기 위한 필요 충분조건은 수열 {an}  이 유계이다.

 [정의 1.5]  임의의 양수 ε에 대하여 자연수 n 0가 존재하여 m>n≥n 0이면 실수  

 열 {an}  이 |am-an| < ε  의 조건을 만족하는 경우 실수열 {an}  을 코쉬 수열    

 (Cauchy sequence)이라고 한다.
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 [정리 1.6] 실수 집합 R  에서 모든 코쉬 수열(Cauchy sequence) {an}  은 수렴  

 한다.

 [정리 1.7] (중간값의 정리) 연속 함수 f :[a, b]→R  가 f(a) <m< f(b)  를 만족하  

 는 경우 c∈(a, b)  가 존재하여 f(c)=m  를 만족한다.

 [정의 1.8] 함수 f : [a, b]→R  가 f(c)= c  를 만족하는 경우 c  를 함수 f(x)    

 의 부동점( fixed  point) 이라고 한다.

 [정의 1.9] 함수 f : [a, b]→R  가 임의의 점 x 1,x 2∈[a, b]  에 대하여

           |f(x 1)-f(x 2)|≤M |x 1-x 2 |, ( 0≤M< 1 )

 를 만족할 때, 함수 f  는 [a, b]  에서 축소 함수(contraction mapping)라고 한다.

 [정의 1.10] 함수 f : [a, b]→R  가 연속이고 a 0∈[a, b]  를 선택하여

            a 1= f(a 0), a 2= f(a 1),…an+1= f(an),…

 의 규칙으로 수열 {an}  을 구성하는 경우, 수열 {an}  이 수렴하면 그 수렴점은  

 부동점이 된다. 즉

           lim
n→∞
an=p, p= lim

n→∞
an+1= lim

n→∞
f(an)=f( lim

n→∞
an)= f(p)

 이 성립한다. A⊂[a, b]  이고 a 0∈A  이면 수열 {an}  은 부동점 p  에 수렴하고

 a 0∉A  이면 수열 {an}  은 p  에 수렴하지 않는다. 이 때, 집합 A  를 부동점 p   

 의 인력 구역(attraction domain)이라고 한다. 즉, 부동점 p  의 인력 구역에서 초  

 기값을 택하여

             a 1= f(a 0), a 2= f(a 1),…an+1= f(an),…

 의 규칙으로 구성된 수열 {an}  은 모두 부동점 p  로 수렴한다.
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 [보기 1.11] 선형함수 f : R→R  를 f(x)= ax+b, ( |a| < 1)  로 정의하는 경우 부동  

 점 p=
b
1-a

 은 유일하게 존재하면 p  의 인력구역은 전체 실수의 집합 R  이  

 된다. 그 이유는 f(x)=ax+b  가 축소 함수(contraction mapping)가 되어서 임의  

 의 원소 a 0∈R  을 선택하는 경우

             a 1= f(a 0), a 2= f(a 1),…an+1= f(an),…

 수열 {an}  은 코쉬 수열(Cauchy sequence)이 되고 부동점 p=
b
1-a

 로 수렴한  

 다. 

 [보기 1.12] 함수 f : R→R  를 f(x)=-
1
2
x
2
+x+1  로 정의하는 경우 함수 f    

 의 부동점은 ± 2  이다. 함수 f(x)=-
1
2
x 2+x+1, f(x)= x  를 비교하여 분  

 석하면 부동점 2의 유인구역은 (- 2 , 2+ 2 )  이고, - 2의 인력구역은   

 한 원소 집합 {- 2 }이 된다. 인력구역을 구하는 과정에서는 수열의 단조증가 구  

 간과 부동점을 중심으로 미분계수 절대값이 1보다 작은 구간을 고려한다.

 [보기 1.13] 함수 f : R-{0}→R  를 f(x)=
1
2 (x+

2
x )  로 정의할 때, 함수 f  의  

 부동점은 ± 2  이다. 함수 f(x)=
1
2 (x+

2
x )  와 f(x)= x  를 비교 분석하면 부  

 동점 2의 인력구역은 (0, ∞)  이고 부동점 - 2  의 인력구역은 (-∞, 0)   

 이 된다.

   부동점 개념은 수학의 여러 분야에서 중요한 역할을 한다. 그리고 다음절에서   

 도입되는 함수들의 부동점의 성질들을 연구하게 될 것이다. 부동점 개념이 중요한  

 역할을 하는 분수 함수를 도입하는 과정을 소개하기로 한다. 증명 과정은 [5]를 참  
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 고 하였다.

 [정리 1.14] 함수 f : (0, ∞)→(0, ∞)  가 f(x)=
1
x
 가 되기 위한  필요 충분조  

 건은 다음과 같다.

 (i) 임의의 양수 a,b  에 대하여 f(af(b))=f(a)b  가 성립한다.

 (ii) lim
x→∞
f(x)=0.

 (증명)

 (⇒)   함수 f(x)=
1
x
는 (i), (ii) 조건을 만족한다.

 (⇐)  f(1) > 0  이므로 p=
1
f(1)

 이라 놓으면, f(1f(p))=f(1)p=1  이 된다. 즉   

 적어도 하나의 양수 x 0  가 존재하여 f(x 0)=1  을 만족한다. 그런데 f(x)=1  이  

 라 놓으면 f(1)= f(1f(x))= f(1)x  가 된다. 그러므로 x=1  이 된다.

 즉, f(x)=1  을 만족하는 x  는 오직 x=1  인 경우에 한 한다.

      한편, f(a)= a, f(b)= b  라 놓는다. 즉, a,b  를 함수 f  의 부동점이라고 하  

 면 f(ab)= f(af(b))= f(a)b= ab  가 된다. 그러므로 a  가 함수 f  의 부동점이면  

 모든 양의 정수 n  에 대하여 a
n  도 함수 f  의 부동점이 된다. 즉, f(a

n)=an    

 이 된다. 만약 a> 1  이면 lim
n→∞
an=∞  이므로

      lim
n→∞
f(a

n
)= lim

t→∞
f(t)=∞

 가 되어서 (ii)의 조건을 만족하지 못한다. 그러므로 f(a)= a  이면 0< a≤1  이 되  

 어야 한다. 임의의 양수 x  에 대하여 f(xf(x))= xf(x)  이므로 xf(x)  는 함수 f   

 의 부동점이 된다. 그러므로 xf(x)≤1  이 된다. 즉, f(x)≤
1
x
 를 만족한다. 만약  

 a  가 함수 f  의 부동 점이라고 하면 
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      1= f (1)= f ( 1a f (a))= f (
1
a )a,

 즉 f ( 1a )=
1
a
 가 된다. 따라서 a  가 함수 a  의 부동점이면 역수

1
a
 도 부동  

 점이 된다. 임의의 양수 x  에 대하여 xf(x)  가 함수 f  의 부동점이 되므로      

 1
xf(x)

 가 함수 f  의 부동점이 된다. 즉 
1
xf(x)

≤1  과 f(x)≥
1
x
 를 만족한다.

 그러므로

 f(x)=
1
x
가 된다.

 [정리 1.15] (평균값의 정리) 함수 f(x)  와 g(x)  가 폐구간 [a, b]  에서 연속이  

 고 개구간 (a, b)  에서 미분가능하면 c∈(a, b)  가 존재하여 다음과 같은 성질을  

 만족한다.

           {f(b)-f(a)}g'(c)={g(b)-g(a)}f '(c)

 [정리 1.16] (Taylor 급수 정리) 함수 f 가 a  근방에서 무한히 미분 가능하고

lim
n→∞

(x-a) n

(n+1)!
f (n+1)(a * )= 0, ( a

*는 x와 a의 사이의 적당한 수)이면 함수 f     

 는 f(x)= ∑
∞

n=0

f ( n)(a)
n!

(x-a)
n  으로 나타낼 수 있다.

 [정리 1.17] 함수 y= f(x)  가 미분방정식 y ''=-y  를 만족하는 경우 미분 방정  

 식의 해는 y= f(x)=C 1cosx+C 2 sinx  로 주어진다. 여기서 C 1, C 2  는 임의의  

 상수이다.
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 2.  삼각 함수 도입과 삼각 함수 성질 연구

   본론 제2부에서는 핵심 정리들을 제시하고 정리 내용들을 증명한다.

 [정리 2.1] 항등적으로 0 이 아닌 함수 P,Q : R→R  가 모든 실수 x,y  에 대하여  

 다음 조건들을 만족한다고 가정하자.

 (i) P(x-y)=P(x)Q(x)-Q(x)P(y)

 (ii) Q(x-y)=Q(x)Q(y)+P(x)P(y)

 (iii) lim
x→0

P(x)
x
=1

 그러면 함수 P(x), Q(x)  는 다음의 성질들을 만족한다.

 ⑴ 임의의 실수 x  에 대하여, P(-x)=-P(x), Q(-x)=Q(x)  이다.

 ⑵ P '(0)=1  이다.

 ⑶ 함수 Q  는 x=0  에서 연속이다.

 ⑷ Q '(0)=0  이다.

 ⑸ P '(x)=Q(x)  이다.

 ⑹ Q '(x)=-P(x)  이다.

 (증명) 

   ⑴ (i)식에서 x= y  라 놓으면 

     P(0)=P(x)Q(x)-P(x)Q(x)=0

   가 된다. 그리고 (i)식에 y=0  를 대입하면

     P(x)=P(x-0)=P(x)Q(0)-P(0)Q(x)=P(x)Q(0)

   이 된다. 그런데 P(x)  는 항등적으로 0  가 아니므로 Q(0)=1  을 만족한다.
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   (i)식에 x=0  을 대입하면

     P(-y)=P(0-y)=P(0)Q (y)-Q(0)P (y)=-P(y)

 가 된다. 그러므로 함수 P는 기 함수가 된다.

   한편, (ii)식에 x=0을 대입하면

     Q(-y)=Q(0-y)=Q(0)Q (y)+P(0)P (y)=Q(y)

 를 만족한다. 그러므로 함수 Q는 우함수가 된다.

   ⑵ (iii)식에서

     1= lim
x→0

P(x)
x
= lim

x→0

P(x)-0
x-0

= lim
x→0

P(x)-P(0)
x-0

=P '(0)  가 된다.

   ⑶ (i)식에 x= y  를 대입하면

     1=Q(0)=Q( x-x)=Q(x)Q(x)+P(x)P(x)={Q(x)} 2+{P(x)} 2  이 된다.

     그런데 P(x)가 x=0  에서 미분가능이므로 P(x)는 x=0  에서 연속이고    

    lim
x→0
P(x)=P(0)= 0  가 된다. 1={Q(x)}

2
+{P(x)}

2  이므로 Q(x)  도 x=0   

    에서 연속이며 lim
x→0
Q(x)=Q(0)= 1  이 된다.

   ⑷ {Q(x)}
2
+{P(x)}

2
=1  이므로 Q(x)=± 1-{P(x)}

2 이 된다.

     그런데 Q(0)=0  이므로 x=0  근방에서는 Q(x)= 1-{P(x)} 2 이 된다.

     그러므로

     

Q '(0)= lim
x→0

Q(x)-Q(0)
x

= lim
x→0

1-{P(x)} 2 -1
x

= lim
x→0

-{P(x)}
2

( 1-{P(x)} 2 +1)x
=- lim

x→0

P(x)
x
⋅

lim
x→0

P(x)

( 1-{P(x)} 2 +1)
=-1⋅ 0= 0     
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     이 된다.

    ⑸

       

P '(x)= lim
h→0

P(x+h)-P(x)
h

= lim
h→0

P(x)Q(h)+Q(x)P(h)-P(x)
h

=P(x) lim
h→0

Q(h)-1
h

+Q(x) lim
h→0

P(h)
h
=P(x)Q '(0)+P '(0)Q(x)

=Q(x)                                                      

   ⑹

      

Q '(x)= lim
h→0

Q(x+h)-Q(x)
h

= lim
h→0

Q(x)Q(h)-P(x)P(h)-Q(x)
h

=Q(x) lim
h→0

Q(h)-1
h

-P(x) lim
h→0

P(h)
h
=Q(x)Q '(0)-P(x)P '(0)

=-P(x)                                                     

 [정리 2.2] 함수 Q(x)  가 정리 2.1 의 조건들을 만족하는 경우, Q(p)=0  를 만  

 족하는 최소의 양수 p가 존재한다.

 (증명)

 <방법1> 정리 2.1에 의하여 함수 Q(x)  는 모든 실수에서 모든 양의 정수 n 에   

 대하여 n 계 도함수들이 존재한다. 따라서 Taylor 급수 정리에 의하여 함수 Q(x)   

 는 다음과 같이 급수로 나타낼 수 있다.

         
Q(x)= ∑

∞

n=0

f ( n)(0)
n!

x
n
=1-

x 2

2!
+
x 4

4!
-
x 6

6!
+…

= ∑
∞

n=0
(-1) n

x 2n

(2n)!
                      

 그러므로
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Q(2)= 1-
22

2!
+
24

4!
-
26

6!
+
28

8!
-
210

10!
+…

=1-
22

2!
+
24

4!
-
26

6! (1-
22

56 )-…   

-
2
4n-2

(4n-2)! (1-
2
2

(4n-1)4n )-…   

< 1-
22

2!
+
24

4!
=-

1
3
               

 이 된다. 그러므로 부등식 Q(2) < 0<Q(0)  을 얻을 수 있다. 그러므로 중간값의 정  

 리에 의하여 양의 수 m  이 0  과 2 사이에 존재하여 Q(m)=0  를 만족한다.

   이 때, 집합 A=Q
-1
(0)∩(0, ∞)를 고려하자. 따라서 m∈A이고 집합 A는  

 아래로 유계되어 있다. 실수의 완비성 공리에 의하여 집합 A  의 최대 하계

 p= inf A가 존재한다. 따라서

         p∈ A = Q-1(0)∩(0, ∞)⊂Q-1(0)∩[0, ∞)

 이 되므로 p는 Q(p)=0를 만족하는 가장 작은 양수가 된다.

 <방법2> Q(x)=0  를 만족하는 양수가 존재하지 않는다고 가정하자.

          Q(0)=1> 0  이므로 모든 양수 x  에 대하여 Q(x) > 0  이 된다.

 정리 2.1-(5)에 의하여 P '(x)=Q(x)  이므로 P(x)  는 (0, ∞)  에서 증가 함수가  

 된다. P(0)=0  이므로 임의의 양수 x  에 대하여 P(x) > 0  이 된다. 양수 x 0  를  

 선택하자. 이 때,

          ∞= lim
t→∞
P(x 0)(t-x 0)≤

⌠
⌡

t

x 0
P(u)du=[-Q(u)]t x 0=Q(x 0)-Q(t)≤2

 이 되어서 모순이 된다. 따라서 적어도 하나의 양수 x 0  가 존재하여 Q(x 0)=0    

 를 만족한다. 이 때, 집합 A=Q
-1
(0)∩(0, ∞)  를 고려하자. 집합 A  는 아래로  

 유계되어 있으므로 최대하계 p= inf A  가 존재한다. 그리고 정리 1.2에 의하여   

 수열 {an}⊂A  가 존재하여 lim
n→∞
an=p  를 만족한다. 따라서
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          lim
n→∞
Q(an)=Q(p)=0  

 이 된다. 그러므로 p  는 Q(p)=0  를 만족하는 가장 작은 양수가 된다.

 [참고 2.3] 정리 2.2 증명과정에서 p  는 1 과 2 사이에 존재한다는 것을 알 수 있  

 다. 왜냐하면 Taylor 급수전개식에 의해 모든 x∈[0, 1]  에 대하여 Q(x) > 0  을   

 만족한다. 그리고 Q(2) < 0  이 된다.

 [정리 2.4] 함수 α : R→R  가 α(x)=Q(x)  이 되는 필요충분조건은 다음 세 가지  

 가 된다.

 (i) α(x)  는 모든 실수 x  에 대하여 2계 도함수를 갖는다.

 (ii) α ''(0)=-1이다.

 (iii) 임의의 실수 x,y  에 대하여 α(x+y)+α(x-y)=2α(x)α(y)  가 성립한다.

 (증명)

 (⇒)  α(x)=Q(x)  라고 하자. 이 때, 정리 2.1에 의하여

       α(x-y)=Q(x-y)=Q(x)Q (y)+P(x)P (y)=α(x)α(y)+P (x)P(y)

 와 

       α(x+y)=Q(x-y)=Q(x)Q (y)-P(x)P (y)=α(x)α(y)-P (x)P(y)

 가 성립한다. 그러므로 

       α(x+y)+α(x-y)=2Q(x)Q(y)=2α(x)α(y)

 가 된다. 그리고 α '(x)=Q'(x)=-P(x)  이고 α ''(x)=-P'(x)=-Q(x)  가 된  

 다. 따라서 α ''(0)=-Q(0)=-1  이 성립한다. 그리고 Q(x)  가 모든 실수에서 2  

 계도 함수를 가지므로 α(x)  는 모든 실수에서 2계 도함수를 갖는다.

 (⇐)  (iii)식에 y=0  을 대입하면 2α(x)=2α(x)α(0)  이 된다. α(x)  는 항등적으  

 로 0  이 아니므로 α(0)=1  이 된다. (iii)식을 y  에 대하여 미분하면

       α '(x+y)-α '(x-y)=2α(x)α '(y)--------①
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 이 된다. ①식에 y=0  을 대입하면 0=2α(x)α '(0)  이 된다.

 그러므로 α '(0)=0  가 성립된다. ①식을 y  에 대하여 미분하면

       α ''(x+y)+α ''(x-y)=2α(x)α ''(y)--------②

 이 된다. ②식에 y=0  을 대입하면 2α ''(x)=2α(x)α ''(0)=-2α(x)  가 성립된  

 다. 그러므로

       α ''(x)=-α(x)----------③

 을 얻을 수 있다.

   한편, 함수 U(x)와 V(x)를 각각 다음과 같이 정의한다.

       U(x)=α(x)P(x)+α '(x)Q(x)------------④

       V(x)=α(x)Q(x)-α '(x)P(x)------------⑤

 이 때, 

       
U'(x)=α '(x)P(x)+α(x)P'(x)+α ''(x)Q(x)+α '(x)Q'(x)

=α '(x)P(x)+α(x)Q(x)-α(x)Q(x)-α(x)P(x)=0 

 와

      
V'(x)=α '(x)Q(x)+α(x)Q'(x)-α ''(x)P(x)-α '(x)P'(x)

=α '(x)Q(x)-α(x)P(x)+α(x)P(x)-α '(x)Q(x)=0 

 가 성립된다. ④에 x=0  을 대입하면 U(0)=0  가 된다. 그러므로

       U(x)=α(x)P(x)+α '(x)Q(x)=0---------⑥

 을 얻을 수 있다.

 그리고 ⑤식에 x=0  을 대입하면 V(0)=1  이 되므로 

       V(x)=α(x)Q(x)-α '(x)P(x)=1-------⑦ 

 을 얻을 수 있다. ⑦식의 양변에 Q(x)  를 곱하면

    
Q(x)=α(x){Q(x)}

2
-α '(x)P(x)Q(x)=α(x) {1-{P(x)}

2
}-α '(x)P(x)Q(x)

=α(x)-P(x){α(x)P(x)+α '(x)Q(x)}=α(x)                       

 이 되어서 증명이 끝난다.
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 [정리 2.5] 함수 β : R→R  가 β(x)=P(x)  가 되기 위한 필요충분조건을 다음의   

 세 가지가 된다.

 (i) 함수 β  는 모든 실수에서 3계 도함수를 갖는다.

 (ii) β '''(0)=-1  이 성립한다.

 (iii) 모든 실수 x,y  에 대하여 β(x+y)+β(x-y)=2β(x)β '(y)  를 만족한다.

 (증명)

 (⇒)  β(x)=P(x)  라 놓으면 정리 2.1에 의해 β(x)  는 모든 양의 정수 n  에

 대하여 n  계 도함수를 갖는다. 그리고 β '''(x)=P'''(x)=-Q(x)  이므로

 β '''(0)=-Q(0)=-1  이 된다. 그리고 정리 2.1에 의해

       β(x+y)=P(x+y)=P(x)Q(y)+Q(x)P (y)=β(x)Q(y)+Q (x)β(y)

 와

       β(x-y)=P(x-y)=P(x)Q(y)-Q(x)P (y)=β(x)Q(y)-Q (x)β(y)

 이 성립한다. 그러므로 두 식을 더하면

       β(x+y)+β(x-y)=2β(x)Q(y)=2β(x)P '(y)=2β(x)β '(y)

 을 얻을 수 있다. 

 (⇐)  (iii)식에 y=0  을 대입하면 2β(x)=2β(x)β '(0)  이 된다. 따라서 

 β '(0)=1  이 된다. (iii)식을 y  에 대하여 미분하면

        β '(x+y)-β '(x-y)=2β(x)β ''(y)--------⑧

 을 얻는다. ⑧식에 y=0  을 대입하면 0=2β(x)β ''(0)  이 된다.

 그러므로 β ''(0)=0  이 성립한다. ⑧식을 y  에 대하여 미분하면

        β ''(x+y)+β ''(x-y)=2β(x)β '''(y)--------⑨

 을 얻는다. ⑨식에 y=0  을 대입하면

        2β ''(x)=2β(x)β '''(0)=-2β(x)

 즉

        β ''(x)=-β(x)-------⑩
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 이 성립한다.

   한편, 함수 A(x)와 B(x)를 각각 다음과 같이 정의한다.

       A(x)=β(x)P(x)+β '(x)Q(x)------⑪

       B(x)=β(x)Q(x)-β '(x)P(x)------⑫

 이 때,

       
A'(x)=β '(x)P(x)+β(x)P '(x)+β ''(x)Q(x)+β(x)Q '(x)

=β '(x)P(x)+β(x)Q(x)-β(x)Q(x)-β(x)P(x)=0

 와

       
B'(x)=β '(x)Q(x)+β(x)Q '(x)-β ''(x)P(x)-β '(x)P'(x)

=β '(x)Q(x)-β(x)P(x)+β(x)P(x)-β '(x)Q(x)=0

 이 성립한다. ⑪식에 x=0  을 대입하면

       A(0)=β(0)P(0)+β '(0)Q(0)=1

 이 된다. 그러므로

       A(x)=β(x)P(x)+β '(x)Q(x)=1------⑬

 이 성립한다. 그리고 ⑫식에 x=0  을 대입하면

       B(0)=β(0)Q(0)-β '(0)P(0)=0

 이 된다. 그러므로

        B(x)=β(x)Q(x)-β '(x)P(x)=0-----⑭

 이 성립한다. ⑬식에 양변에 P(x)  를 곱하면

       
P(x)=β(x) {P(x)} 2+β (x)P(x)Q(x)=β(x) {1-{Q(x)} 2}+β '(x)P(x)Q(x)

=β(x)-Q(x){β(x)Q(x)-β '(x)P(x)}=β(x)                      

 이 성립한다.
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 [따름정리 2.6]

       (i) P(x)Q(x)=
1
2
{P(x-y)+P(x+y)}

       (ii) P(x)P(y)=
1
2
{Q(x-y)-Q(x+y)}

       (iii) Q(x)Q(y)=
1
2
{Q(x-y)+Q(x+y)}

 [정리 2.7] 양수 p  가 Q(p)=0  를 만족하는 최소의 양수일 때 함수 P(x)  와    

 Q(x)는 4p의 주기를 갖는다. 

 (증명)

 <방법1> 정리 2.1에 의하면 

       Q(x+y)+Q(x-y)=2Q(x)Q(y)------ⓐ

 얻을 수 있다. ⓐ식에 y= p  를 대입하면

       Q(x+p)+Q(x-p)=2Q(x)Q(p)=0

    즉 Q(x+p)=-Q(x-p)---ⓑ

 이 성립한다. ⓑ식으로부터 Q(x+2p)=-Q(x)  와 Q(x+4p)=-Q(x+2p)  을

 얻을 수 있다. 그러므로

       Q(x+4p)=-Q(x+2p)=-{-Q(x)}=Q(x)

 이 성립한다. 즉, 함수 Q(x)  의 주기는 4p  가 된다.

   한편, 정리 2.1에 의하면

       P(x+y)=P(x)Q(y)+Q(x)P(y)-----ⓒ

 을 얻을 수 있다. ⓒ식에 y=4p  을 대입하면

       P(x+4p)=P(x)Q(4p)+Q(x)P(4p)-----ⓓ

 이 성립한다. 그런데 1=Q(0)=Q(4p)  이고 {P(4p)}
2+{Q(4p)} 2=1  이므로 

 P(4p)=0  가 된다. ⓓ식으로부터

       P(x+4p)=P(x)Q(4p)+Q(x)P(4p)=P(x)
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 이 성립한다.

 <방법2> Q(p)=0  이고 {P(x)}
2
+{Q(x)}

2
=1  이므로 P ( p)=±1  이 된다.

 그런데 구간 (0, p)에서 P'(x)=Q(x) > 0이므로 P(p)=1이 성립한다. 따라서

          Q(2p)={Q(p)} 2-{P(p)} 2=-1

 이 성립한다. 그리고 

          P(2p)=2P(p)Q(p)=0  과 Q(4p)={Q(2p)}
2
-{P(2p)}

2
= (-1)

2
=1

 을 얻을 수 있다. 그리고 P(4p)=2P(2p)Q(2p)=0  이 성립한다. 따라서

          P(x+4p)=P(x)Q(4p)+Q(x)P(4p)=P(x)

 와

           Q(x+4p)=Q(x)Q(4p)-P(x)P(4p)=Q(x)

 이 성립한다.

 [정리 2.8] 만약 0< α< β< p  이면 

          P(β)-P(α) < β-α<
P(β)
Q(β)

-
P(α)
Q(α)

 의 부등식이 성립한다.

 (증명)

   평균값의 정리에 의하여 r∈(α, β)  가 존재하여

       P(β)-P(α)= (β-α) P '(r)= (β-α)Q(r) < β-α

 이 성립한다. 그리고 함수 P(x)
Q(x)

 에 평균값의 정리를 적용하면 q∈(α, β)  가

  존재하여

      P(β)
Q(β)

-
P(α)
Q(α)

= (β-α)
Q 2(q)+P 2 (q)

Q
2
(q)

= (β-α)
1

Q
2
(q)
> (β-α)

 가 성립한다.
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 그러므로 부등식

      P(β)-P(α) < β-α<
P(β)
Q(β)

-
P(α)
Q(α)

 이 성립한다.

 [정리 2.9] Q(r)= r  을 만족하는 r∈(0, p)  이 유일하게 존재한다.

 (증명)

   함수 F(x)=Q(x)-x  를 생각하자. 이 때, F(0)=Q(0)-0=1> 0  과

 F(1)=Q(1)-1< 0  을 만족한다. 중간값의 정리에 의해 r∈(0, 1)  가 존재하여   

 F(r)=Q(r)-r=0  즉 Q(r)= r  을 만족한다.

   r  이 유일하다는 것을 보이기로 하자. 임의의 실수 a 0을 선택하여 Q(a 0)=a 1,  

 Q(a 1)=a 2,…an+1=Q(an),…이라 놓자.

 그러면 Q(x)  의 그래프 성질 -1≤Q(x)≤1  에 의해 모든 양수 n  에 대하여    

 an∈[-1, 1]  의 조건이 성립한다. 그리고 실수 x  가 |x|≤1  이면

      |Q'(x)|≤Q'(-1)=P(1) < 1

 의 조건을 만족한다. 여기에서 평균값의 정리를 이용하면 함수 Q(x)  는 

 [-1, 1]  에서 축소함수가 된다. 그리고 함수 Q(x)  에 대하여 평균값의 정리를  

 반복해서 적용하면 다음의 부등식이 성립한다.

      |an+1-r|= |Q(an)-Q(r)|≤P(1)|an-1-r|≤{P(1)}
2
|an-2-r|

      ≤…≤{P(1)} n |a 0-r|

 그러므로

       0≤ lim
n→∞
|an+1-r|≤ lim

n→∞
{P(1)}

n
|a 0-r|= 0

 즉 lim
n→∞
an=r  이 된다. 따라서 r  은 유일하다. 즉, Q(x)  는 유일한 부동점 r    

 을 갖는다. 그리고 부동점 r  의 인력구역(attraction domain)은 실수 집합 R  이   

 된다.
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 [정리 2.10] 함수 P(x)  의 유일한 부동점은 0  이다.

 (증명) 

   함수 P(x)  는 구간 [-p, p]  에서 증가하며, [-p, 0)∪(0, p]  에서

 |P'(x)| < 1  의 조건을 만족한다. 그리고 G(x)= x-P(x)  라 놓으면

 G(p)= p-P(p)= p-1> 0  이 된다. 또한 G(-p)=-p-P(-p)=-p+1< 0  이  

 된다. 그리고 P(0)=0  이므로 0  은 부동점이 된다. 그리고 [-p, p]  에 다른   

 부동점 q  가 존재한다고 가정하면 

      P(q)-P(0)
q-0

=
q-0
q-0

=P '(r)=1, ( r∈(0, q) )

 이 된다. 그런데 [-p, 0)∪(0, p]  에서 |P'(x)| < 1  이므로 모순이 된다.

 그러므로 [-p, p]  에서 P(x)  의 부동점은 오직 하나 0  이 존재한다.

   한편, 임의의 실수 a 0를 선택하여

       P(a 0)=a 1, P(a 1)=a 2, …,P(an)=an+1,…

 로 수열을 택하면 수열의 모든 항  an  은 폐구간 [-1, 1]  에 포함된다. 그리고

 a 1 >0  이면 수열 {an}  은 단조감소하고 유계이므로 수렴한다.

 즉 lim
n→∞
an+1= lim

n→∞
P(an)=P( lim

n→∞
an)  이 되어서 수렴값은 부동점 0  이 된다.

 그러므로 모든 수열은 0  으로 수렴한다.  그리고 a 1 <0  이면 수열 {an}  은 단조  

 증가이고 유계이므로 수렴한다. 그러면 수렴값은 부동점이 되어 0  가 된다.

 그리고 부동점 0  의 인력구역(attraction domain)은 실수 집합 R  이 된다.

 [보기 2.11] 함수 f(x)=
1
x
 는 두 개의 부동점 -1,1  을 갖는다. 이 경우 초기  

 값 a 0 >0, (≠1)  을 택하면 수열

           {an | f(an)=an+1,n=1,2,…}



- 20 -

 은 진동하는 양수의 수열이 된다. 그리고 초기값 a 0 >0, (≠-1)  을 택하는 경우 

      {an | f(an)=an+1,n=1,2,…}  

 은 진동하는 음의 수열이 된다. 따라서 부동점 1  의 인력구역은 한원소 집합 {1}   

 이고 부동접 -1  의 인력구역은 한원소 집합 {-1}  이 된다.

 [참고 2.12] 정리 2.1에 의해 P(0)=0, P'(0)=1  의  조건을 갖는 2계 선형미분  

 방정식 P''(x)=-P(x)  를 얻을 수 있다. 그러므로 선형미분방정식의 해법에 의  

 해 일반해

           P(x)=C 1cosx+C 2sinx

 를 구할 수 있다. 그러므로 P(0)=C 1=0  와 P'(0)=C 2=1  이 되므로

           P(x)=sinx

 가 된다.

 [참고 2.13] 정리 2.1에 의해 Q(0)=1, Q'(0)=0  의 조건을 갖는 2계 선형미분  

 방정식 Q''(x)=-Q(x)  를 얻을 수 있다. 그러므로 선형 미분방정식의 해법에   

 의해 일반해

            Q(x)=D 1cosx+D 2 sinx

 를 구할 수 있다. 따라서 Q(0)=1, Q'(0)=0  의 조건을 이용하여

            Q(x)=cosx

 가 된다.

 [정의 2.14] 함수 P(x)와 Q(x)가 정리 2.1의 조건을 만족하는 경우

            P(x)=sinx,       Q(x)=cosx,      tanx=
P(x)
Q(x)

,

            cotx=
Q(x)
P(x)

,     secx=
1
Q(x)

,     cosecx=
1
P(x)
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 로 정의한다.

   아래 제시되는 참고 내용들을 통해 정리 2.1에 제시된 조건들이 삼각함수를 정  

 의하는 완화된 조건들이 된다는 사실을 보일 수 있다. 정리 2.1의 조건을 고려하게  

 된 동기는 삼각함수의 가감법과 지수함수와 선형함수의 정의하는 조건들인 x=0   

 에서의 연속성과 미분가능성의 성질들이다.

 [참고 2.15] 항등적으로 0 이 아닌 함수 P,Q : R→R  가 모든 실수 x,y  에 대하  

 여 다음 조건들을 부과하기로 하자.

    (i)  P(x-y)=P(x)Q(x)-Q(x)P(y)

    (ii) Q(x-y)=Q(x)Q(y)+P(x)P(y)

    (iii)  lim
x→0

Q(x)-1
x

=0

 이 경우 (iii)의 조건으로부터 lim
x→0

P(x)
x
=1  의 조건을 유도할 수 없다.

 왜냐하면 {P(x)} 2+{Q(x)} 2=1  에서 P(x)=± 1-{Q(x)} 2 을 얻을 수 있다.

 이 경우 lim
x→0

1-{Q(x)} 2 = 0가 되어서 P'(0)을 구할 수가 없다. 따라서 P (x)   

 와 Q'(x)을 구할 수가 없다.

 [참고 2.16] 항등적으로 0 이 아닌 함수 P,Q : R→R  가 모든 실수 x,y  에 대하  

 여 다음 조건들을 부과하자.

    (i)  P(x-y)=P(x)Q(x)-Q(x)P(y)

    (ii) Q(x+y)=Q(x)Q(y)-P(x)P(y)

    (iii)  lim
x→0

P(x)
x
=1

 이 경우에 (ii)식으로부터 Q(-x)=Q(x)  라는 조건을 유도할 수 없다. 위의 함수  
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 가 삼각함수의 조건들을 만족하기 위해서 (iv) Q(-x)=Q(x)  의 조건을 추가해  

 야 할 것이다.

 [참고 2.17] 항등적으로 0 이 아닌 함수 P,Q : R→R  가 모든 실수 x,y  에 대하  

 여 다음 조건들을 부과하자.

    (i)  P(x+y)=P(x)Q(x)+Q(x)P(y)

    (ii) Q(x-y)=Q(x)Q(y)+P(x)P(y)

    (iii)  lim
x→0

P(x)
x
=1

 이 경우 (i)식으로부터 P(-x)=-P(x)  의 조건을 유도할 수 없다. 위의 함수가  

 삼각함수의 조건들을 만족하기 위해서 (iv) P(-x)=-P(x)  의 조건을 추가해야   

 할 것이다.

 [참고 2.18] 항등적으로 0 이 아닌 함수 P,Q : R→R  가 모든 실수 x,y  에 대하  

 여 다음 조건들을 부과하자.

    (i)  P(x+y)=P(x)Q(x)+Q(x)P(y)

    (ii) Q(x+y)=Q(x)Q(y)-P(x)P(y)

    (iii)  lim
x→0

P(x)
x
=1

 이 경우 (i)식으로부터  P(-x)=-P(x)  의 조건을 유도할 수 없다. 그리고 (ii)식  

 으로부터  Q(-x)=Q(x)  의 조건을 유도할 수 있다. 위의 함수가 삼각함수의 조  

 건들을 만족하기 위해서 (iv) P(-x)=-P(x)  과 (v) Q(-x)=Q(x)  의 조건들을  

 추가해야 할 것이다.
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III. 결 론

   선형함수, 지수함수, 분수함수 등의 성질을 이용하고 삼각함수의 가감법을 고려  

 하여 최소의 충분조건들을 부과하여 삼각함수를 도입하고 여러 가지 성질들을 연  

 구하였다.

   본론 1부에서는 핵심연구과정에서 필요한 선행연구결과들인 실수의 완비성 성   

 질, 연속함수의 성질, 부동점(fixed point) 정의, 분수함수의 성질, 부동점의 인력구  

 역(attraction domain), 함수의 미분성질(평균값 정리, Taylor 정리, 2계 선형미분방  

 정식 해법 등)을 요약 제시하였다.

   본론 2부에서는 삼각함수에 관한 주요 정리들을 제시하고 증명하였다. 증명과정  

 에서 본론 1부에서 제시된 내용들을 참고하였다. 그리고 증명과정에서 구체성을   

 제시하고 다양한 방법들을 제시하였다. 증명과정에서 이용된 내용들을 중 많은 부  

 분은 고등학교 미분적분학 수준의 내용을 활용하여 증명하였다. 그리고 우리가 삼  

 각함수를 정의하기 위해 제시한 충분조건들이 삼각함수의 가감법을 고려할 때 가  

 장 완화된 조건이 된다는 사실을 제시하였다.

   우리가 제시한 연구내용을 확대하는 경우, 지수함수의 지수부분의 비선형 형태  

 로 제시되는 지수함수의 성질들을 연구할 수 있다. 그리고 함수의 부동점의 수렴  

 및 발산조건을 포함하는 여러 가지 성질들을 일반화시킬 수 있을 것으로 기대되며  

 수열의 수렴값들을 효과적으로 구하는 방법을 얻을 수  있을 것으로 기대된다.
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   In this thesis, we study the properties of a linear function and  

 an exponential function in order to obtain weak conditions to     

 introduce the trigonometric functions. Also we define the     

 trigonometric functions using continuity and differentiation, and    

 study the properties of the trigonometric functions.2)
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