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Summary 

This paper determined the static equilibrium positions of linked bar 

structures.  The static equilibrium positions are defined as the ones to 

minimize the variation of potential energy and can be obtained from 

the equation of motion at freezing time.  Assuming each bar of the 

structure as a rigid body, the equation of motion for the structure 

must satisfy its rigid body condition.  In order to combine both the 

equation of motion and the constraint equation, it is necessary to 

numerically calculate a weighting matrix to minimize the variation of 

potential energy and the generalized inverse method gives an explicit 

weighting matrix.  Thus, with the modification of the generalized 

inverse method to explicitly describe the constrained motion, this paper 

presented a simple method to determine the equilibrium positions of 

linked bar structures, and the validity of the method was illustrated by 

two simple bar structures.       
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Ⅰ. 서 론

1. 연구 배경

모든 구조물이나 기계적인 장치들에 대한 동적인 해석은 기본적으로 정

적 평형(static equilibrium) 상태로부터 시작된다. 즉, 초기 상태들이 정적 

평형 상태를 불만족할 경우에 그 구조물의 동적 해석은 불가능하게 된다. 

동적 시스템의 정적 평형은 정지된 시간을 근거로 산정되므로 운동방정식

에서 속도나 가속도 성분들은 제거된다.

최근의 구조물들은 대형화 및 장경간화 추세에 있으며, 이에 대한 동적 

해석의 필요성이 대두되고 있다. 장경간 구조물은 지붕을 형성하는 부분

으로 또한 경량화 추세에 있다. 그러므로 이들 경간 해당 부분에 휨 강성

은 현저히 낮으므로 불안정한 상태에 있을 수 있으므로 안정화 과정

(stabilizing process)에 의해 즉, 정적 평형 상태를 결정할 필요가 있다. 

장경간 구조체를 이루는 각 bar 부재를 강체라고 가정한다면 이 조건을 

만족하는 무한 경우의 정적인 상태가 존재한다. 이러한 강체 조건은 평형 

방정식에 추가로 주어지는 식으로 미지의 변위 보다 지배하는 방정식의 

수가 많으므로 그 해는 무한대가 된다. 즉 구속조건을 만족하기 위해 필

요한 구속력을 일컫는다. 따라서, 가중 행렬(weighting matrix) 등을 사용

하여 그 해를 결정하려는 많은 시도들이 있었다. 그러나 가중 행렬을 결

정하는 대부분의 방법은 라그란지 승수법과 같이 수치 해석에 의한다. 특

히 라그란지는 상태 변수와 시간에 관한 함수로 이를 명백한 수식으로 표

현하지 못하므로 강체를 고려한 구조물의 정적 평형 상태를 결정하는데 

어려움이 있다. 

김 재열 등은 트러스의 각 부재가 강체(rigid body)라고 가정하고, 강체 
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조건을 만족하는 여러 해들 중에서 포텐셜 에너지(potential energy)의 변

화량이 최소가 되는 점을 찾아 이를 정적 평형 상태로 결정하였다. 이 해

석법은 일반화된 역행렬을 사용하여 포텐셜 에너지를 최소로 취하는 미지

의 벡터를 수치 해석에 의하여 결정하며, 따라서 비선형의 관계식에서는 

계산 과정도 복잡한 어려운 점이 있다. 또한 강체의 질량을 무시하여 그 

해석법을 간략화하였다.

1992년 Udwadia와 Kalaba가 제안한 일반화된 역행렬법(generalized 

inverse method)은 라그란지 승수를 도입하지 않고 제약 조건이 주어질 

경우에 그 운동을 묘사할 수 있는 방법을 제시하였다. 이 방법은 명확한 

2차 미분 방정식의 형태로 제약 조건이 주어질 경우에 그 역학적인 특성

을 규명할 수 있는 큰 장점이 있다. 이 방법의 타당성과 유일성 등이 여

러 면에서 검토되고 있다. 그러나 미분방정식을 수치 적분을 행한 그 결

과들이 구속 조건을 불만족하는 오차들이 발생하는 것을 볼 수 있다. 따

라서, 정적 평형을 위한 지배 방정식 및 그 해를 필요로 한다. 

본 연구에서는 오차를 최소로 줄이기 위해 일반화된 역행렬법을 수정하

여 정적 평형 상태를 결정하였다. 또한, 정적 평형 상태를 결정하는 에너

지법, 평형 접근법, 그리고 동적 해석법 중에 강체의 질량에 의한 관성력

을 포함하는 동적 해석법을 택하였으며, 강체의 기하학적 특성에 의한 제

약 조건을 포함하였다. 유도된 식은 비선형의 연립방정식으로 그 풀이는 

최적화(optimization)법에 의해 정적 평형 상태를 결정하였다. 또한, 경간 

양단의 수직 레벨이 동일한 경우와 다른 경우에 bar 구조물의 정적 평형 

상태를 예를 들어 적용하였으며, 그 타당성을 검증하였다.

2. 연구 목적

최근 들어 건축물은 경량화 및 장경간화하는 추세에 있다. 경량화 및 

장경간화를 위해 사용되는 재료들은 그 휨 강성이 매우 작으므로 초기에 

기하학적으로 불안정할 수 있으며, 따라서 동적인 외력의 작용으로 구조

물 설계에 큰 오류를 범할 수 있을 것이다. 따라서, 본 연구에서는 자중이 
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매우 작으며, 휨 강성 또한 매우 작은 장경간 구조체에서 정적 평형 상태

를 결정하는 방법을 제시하는데 연구의 목적이 있다. 기존의 설계 연구에 

의하면 정적인 평형 상태를 결정하기 위하여 수치 해석에 의존하는 경향

이 있으나, 본 연구에서는 명확한 수식으로 이를 결정하는 방법을 제시한

다. 이 연구의 결과들은 이와 같은 구조물에 동적인 설계를 행할 경우에 

그 필요성이 있으며, 그 적용은 광범위하여 연구나 실무에서 그 활용도가 

매우 크리라 판단된다.

3. 연구 방법

경량 및 장경간인 구조물은 기하학적으로 비선형이므로 그 해를 얻는데 

컴퓨터 해석에 의존할 수 밖에 없다. 구조물이 경량임을 감안하여 자중을 

무시할 수 있으나 본 연구에서는 미세한 자중을 고려하였다. 구조물의 정

적 평형을 나타내는 방정식을 기존의 연구 중에 Udwadia와 Kalaba가 제

안한 일반화된 역행렬법을 사용하여 얻었다. 정적 해석이므로 속도와 가

속도 성분 즉 시간에 관한 함수들을 무시하여 정적 평형 상태 방정식을 

구한다. 이를 MATLAB의 비선형 방정식의 해를 구하는 방법을 사용하여 

정적 평형을 얻었다. 제안한 방법의 타당성을 검증하기 위하여 양단의 수

직 차가 있는 경우와 없는 경우를 구분하였으며, 제안한 방법의 용이함을 

입증하였다.   
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Ⅱ. 구속된 시스템의 운동

1. 일반화 좌표

공간에서 입자의 위치는 3개의 좌표로 규정된다. 이들은 직각좌표, 구좌

표, 원통좌표 또는 실제에 있어서 임의로 적당히 선택된 세 개의 파라미

터일 수도 있다. 만약에 입자가 평면에 고정된 표면에서 움직이도록 구속

되어 있다면, 입자의 위치를 확정시키는데는 단지 2개의 좌표계가 필요하

지만 입자가 직선상이나 또는 고정된 곡선에 따라 운동할 때에는 한 개의 

좌표계이면 충분하다.

n개의 입자로 이루어진 계의 경우에는 일반적으로 모든 입자의 동시적

인 위치―시스템의 배위(configuration)―를 완전히 규정시키는데는 3 n보

다 작다. 예로서, 시스템이 강체이면 배위를 규정하기 위해서는 물체의 어

떤 편리한 위치( 예를 들면 질량중심)와 공간에서의 물체의 방위만을 주

면 될 것이다. 이 경우에는 6개의 좌표―3개는 기준점에 대한 것, 또 다른 

3개 ( 소위 Euler 각 ) 는 방위에 대한 것 ― 만이 필요하다.

일반적으로 주어진 시스템의 배위를 규정하기 위해서는 어떤 최소수 n

개의 좌표가 요구된다. 이와같은 좌표를 기호

q 1, q 2, …, q n (2.1)

으로 나타내고, 이들을 일반화 좌표(generalized coordinates)라고 부른다. 

어떤 주어진 좌표 q k  는 각도일 수도 있고 거리일 수도 있다. 시스템의 

배위를 결정하는데 덧붙혀서 각 좌표가 서로간에 독립적으로 변할 수 있

다면, 이러한 시스템을 홀로노믹(holonomic)이라고 한다. 이 경우의 좌표
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의 수 n은 시스템의 자유도(degree of freedom)의 수이기도 하다.

비홀로노믹(nonholonomic) 시스템에서는 좌표는 모두가 독립적으로 변

하지는 않는다. 즉 자유도의 수는 배위를 규정하는데 필요한 최소의 좌표

의 수보다 적다. 비홀로노믹 시스템의 하나의 예로서, 아주 거칠은 평면 

위에서 구르도록 구속이 된 구의 경우이다. 그의 배위를 규정하는데 5개

의 좌표―구의 중심의 위치에 대한 2개와 방위에 대한 3개―가 있어야 한

다. 그러나 이들 좌표는 모두가 독립적으로 변하지는 않는다. 왜냐하면 구

가 구를 경우 최소한 2개의 좌표가 변해야 하기 때문이다. 

만약에 구가 단일입자라고 하면 직각좌표는 다음의 일반화좌표의 함수

로서 표현할 수가 있다. 

x = x (q)

x = x ( q 1, q 2 )

y = y ( q 1, q 2 )

x = x ( q 1, q 2, q 3 )

y = y ( q 1, q 2, q 3 )

z = z ( q 1, q 2, q 3 ) (2.2)

 q가 ( q 1, q 2,… )에서 δq  만큼 ( q 1 + δ q 1, q 2 + δ q 2,…)로 

변분되었다고 가정하자. 직각좌표에서 대응되는 이 변분은 다음으로 표현

된다.

δx = 
∂ x
∂ q 1

δ q 1 + 
∂ x
∂ q 2

δ q 2 + …

δy = 
∂ y
∂ q 1

δ q 1 + 
∂ y
∂ q 2

δ q 2 + … (2.3)

여기서, 편도함수 ∂ x
∂ q 1

등은 또한 벡터 q의 함수이다. 구체적인 예로서, 
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평면 위에서 입자의 운동을 고려하자. 이때에 일반화 좌표는 다음으로 가

정될 수 있다. 

q 1 = r,   q 2=θ (2.4)

그러므로 직각 좌표계에 의해 다음으로 좌표 변환된다.

x = x(r, θ)= r cosθ

y = y(r, θ)= r sinθ (2.5)

또한 그 변분은 다음과 같다.

δ x = 
∂ x
∂ r

δr + 
∂ x
∂ θ

δθ = cosθ δr -r sinθ δθ

δ y = 
∂ y
∂ r

δr + 
∂ y
∂ θ

δθ = sinθ δr +r cosθ δθ

(2.6)

여기서, r과 θ의 증분은 x와 y의 증분에 대응된다.

여러 개의 입자로 구성되는 시스템을 고려하면 이 시스템은 자유도 n

을 갖고 있어 일반화 좌표를

q 1, q 2, …, q n

으로 표현할 수있다. 배위 ( q 1, q 2, …, q n )에서 증분된 배위 

( q 1 + δ q 1, q 2 + δ q 2,…)까지의 변화는 대표절점 i  가 점 

( x i, y i, z i)에서 증분점 ( x i + δ x i, y i + δ y i, z i+δ z i)  까지 

운동하는 것이 된다. 여기서
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δ x i = ∑
n

k=1

∂ x i
∂ q k

δ q k

δ y i = ∑
n

k=1

∂ y i
∂ q k

δ q k

δ z i = ∑
n

k=1

∂ z i
∂ q k

δ q k (2.7)

가 된다. 편도함수는 다시 벡터 q들의 함수가 된다. 직각좌표에 대한 표

시는 아래 첨자 i로, 아래 첨자 k  는 일반화 좌표를 뜻한다. 또 기호 x i  

는 임의의 직각좌표를 나타낸다. 즉 n개 입자의 시스템에 대해서는 i  는 

1과 3 n  사이의 값을 취하게 된다.

2. 일반화된 힘(generalized force)

한 입자가 힘 F의 작용하에 변위 δr를 일으킨다면, 이 때 이 힘에 의

한 일은 다음과 같다

δW = F⋅δr= F xδx + F yδy + F zδz (2.8)

식(2.8)은 다음의 기호로 표현이 가능하다.

δW + ∑
i
F iδ x i     (2.9)

식(2.9)는 단일 입자에 대해서 뿐만 아니라, 여러 개의  입자로 된 시스

템에 대해서도 성립한다. 한 개의 입자에 대하여 i  는 1에서 3까지가 포

함되므로 n개 입자에 대해서 i는 1 에서 3 n까지가 포함된다. n개 입자

에 대해서 i  는 1 에서 3 n  까지 포함된다. 식(2.9)에 증분을 취하면 다음

의 수식으로 표현된다.
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δW = ∑
i
( F i∑

k

∂ x i
∂ q k

δ q k )

    = ∑
i
(∑
k
F i

∂ x i
∂ q k

δ q k ) (2.10)

식(2.10)은 또한 다음으로 표현된다.

δW = ∑
i
(∑
k
F i

∂ x i
∂ q k

δ q k ) (2.11a)

δW = ∑
k
Q kδ q k (2.11b)

여기서 

Q k = ∑
k
( F i

∂ x i
∂ q k

). (2.12)

여기서 정의한 양 Q k
 는 좌표 q k  에 연관되는 일반화된 힘이라고 한

다. Q kδ q k는 일(work)의 차원을 갖기 때문에 Q k
는 q k가 거리이면 

힘의 차원이 되고, q k가 각도라면 토오크(torque)의 차원을 갖는다. 

Q k
의 실제값을 계산하기 위해서 식(2.12)를 쓰는 것은 불필요하거나 

비실용적이다. 오히려 각 일반화된 힘 Q k
는 좌표 q k가 δ q k만큼 변할 

때 (다른 일반화좌표는 상수로 있으면서)인 Q kδ q k  만큼 변할 때 (다른 

일반화좌표는 상수로 있으면) Q kδ q k  가 외력에 의해서 시스템에 행해

진 일이라는 사실에서 직접적으로 구한다. 예를 들면 시스템이 강체일 때, 

주어진 축둘레를 각도 δθ만큼 물체를 회전시켰을 때, 외력이 물체에 한 

일은 L θδθ가 된다. 여기서 L θ는 축에 대한 모든 힘의 총 모멘트의 크기

이다. 이 때 L θ는 좌표 θ에 연관되는 일반화된 힘이 된다.
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2.1 보존 시스템에서 일반화된 힘

보존 시스템에서 입자에 작용한 힘의 직각성분은 다음과 같이 정의된

다.

Fi =  -
∂V
∂ xi

(2.13)

여기서 V는 퍼텐셜 에너지함수이다. 따라서 일반화된 힘에 대한 식은 

Qk =  -(∑
i

∂V
∂ x i

∂x i
∂qk
) (2.14)

가 된다. 괄호 안의 표현은 qk에 대한 함수 V의 편도함수이므로 다음과 

같이 나타낼 수 있다.

Qk =  -
∂V
∂qk

(2.15)

예를 들면 q 1 = r, q 2 = θ인 극좌표를 쓸 때, 일반화된 힘 

Qk =  -
∂V
∂r
 ;  Qθ =  -

∂V
∂θ
가 된다. 만약에 V가 r만의 함수(중심력)일 

때는 Q θ = 0  이다. 

2.2 Lagrange 방정식 ( Lagrange's equation )

일반화 좌표에 의한 미분운동방정식은 다음으로 정의된다.

Fi = mi x i (2.16)
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식(2.16)은 일반화 좌표 q에 의해 표현될 수 있다. 직각좌표에 의한 운

동에너지 T를 계산한 후, 이것을 일반화좌표와 이들의 시간 도함수의 함

수로 나타낼 수가 있다. 즉 n개 입자로 이루어진 시스템의 운동에너지 

T는 다음으로 쓸 수 있다.

T= ∑
N

i=1
[
1
2
m i ( x

2
i+ y

2
i+ z

2
i ) ] (2.17a)

T= ∑
3N

i=1

1
2
m i

.
x i

2

           (2.17b)

직각좌표 x i는 일반화좌표 q k의 함수이다. 일반성을 유지하지 위하여 

x와 q간의 함수관계 및 시간 t에 관한 함수로 표현이 가능하다. 이와 같

은 사실은 이미 정해진 방법들로 움직이는 면상에서의 입자의 운동과 같

이 운동하는 구속이 있는 경우이다. 이를 다음으로 표현할 수 있다.

x i=( q 1, q 2,... q n,t) (2.18)

식(2.18)을 시간에 관해 한 번 미분을 취하면 다음을 얻을 수 있다.

.
x i
=∑

k

∂x i
∂q k

q k+
∂x i
∂t
     (2.19)

위의 식으로부터 운동에너지를 일반화좌표와 그들의 시간 도함수, 그리

고 시간의 함수로 볼 수 있다.

식(2.19)로부터

∂ x i

∂ qk
=
∂ x i
∂ q k

     (2.20)
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이 된다. 식(2.20)의 양 변에 x i를 곱하고, 시간 t  로 미분하면 다음의 식

을 얻는다.

d
dt
( x i

∂ x i

∂ q k
)=

d
dt
( x i

∂ x i
∂ q k

)

= x i
∂ x i
∂ q k

+ x i
∂ x i
∂ q k

(2.21a)

또는

d
dt
(
∂

∂qk

x
2
i

2
)= x i

∂ x i
∂ q k

+
∂
∂q k (

x
2
i

2 ) (2.21b)

을 얻는다. 양 변에 m을 곱하고 m i x i= F i
로 놓으면

        d
dt

∂

∂q k
( m i

x
2
i

2
)= F i

∂x i
∂q k

+
∂
∂q k

(
m i x

2
i

2
) (2.22)

으로 쓸 수 있다. 따라서 i에 대해서 합하면 전체 시스템에 대한 

운동방정식을 다음과 같이 얻을 수 있다.

d
dt
∂T

∂qk
=∑

N
( F i

∂x i

∂qk
)+

∂T
∂q k
        (2.23)

최종적으로 일반화력 Q k
의 정의에서 다음 결과를 얻게 된다.

d
dt
∂T

∂qk
= Q k+

∂T
∂q k
               (2.24)

이 방정식은 일반화 좌표계에서의 미분운동방정식으로서 Lagrange운동

방정식이라고 한다. 운동 보존적인 경우 Q는 식(2.15)로 주어지기 때문에 
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Lagrange방정식은 다음과 같이 된다.

d
dt
∂T

∂qk
=

∂T
∂q k

-
∂V
∂q k
           (2.25)

이 방정식은  Lagrange함수

L=T-V (2.26)

로 알려진 함수 L을 정의함으로써 더욱 간결하게 쓸 수 있다. 단 T와 

V는 일반화 좌표를 써서 나타낸 것이다. 즉, V=V(q), ∂V
∂q

=0  이기 

때문에 

∂L

∂
.
q k

=
∂T

∂
.
q k

     
∂L
∂ q k

=
∂T
∂ q k

-
∂V
∂ q k

(2.27)

이다. 따라서 Lagrange방정식은 다음과 같이 써진다.

d
dt
∂L

∂qk
=

∂T
∂q k
                (2.28)

일반화된 힘의 일부분, 가령, Q k
가 비보존적(nonconservative)이고 

나머지가 퍼텐셜함수 V로부터 도출된다면 다음으로 수정된다.

Q k= Q
'
k-

∂V
∂ q k

             (2.29)
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Lagrange함수 L=T-V를 정의하여 다음과 같이 미분운동방정식을 쓸 

수 있다. 

d
dt
∂L

∂qk
= Q

'
k+

∂L
∂q k
         (2.30)

이 형식은 마찰력이 있는 경우와 같은 예에서 편리하게 사용할 수 

있다.

   

2.3 구속이 있는 경우의 Lagrange 운동방정식

실제로 요구되는 것보다 더 많은 좌표를 써서 구속체계의 미분방정식을 

표현하는 것이 편리한 때가 있다. 이 미분방정식은 다음과 같은 조건방정

식의 형식으로 된 구속방정식과 양립하여야 한다.

g( q 1, q 2,.... q n)=0             (2.31)

이 식을 미분함으로써, 다음과 같이 구속 조건의 미분형을 얻는다.

∑
k

∂g
∂ q k

δq k=0                   (2.32)

또한 다음과 같은 형의 미분관계가 성립하는 구속 식도 있다.

∑
n
h k ∂q k=0                    (2.33)

그러나 이들 방정식 f( q 1, q 2,.... q n)=0형의 조건방정식을 얻기 위

해서 적분이 불가능하다. 이와 같은 구속을 비홀로노믹이라고 한다. 반면

에 식(2.31)의 구속 식을 홀로노믹이라고 한다. 

그러나 홀로노믹이든 비홀로노믹이든 어떤 경우에도 미정계수법을 써서  
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Lagrange형태의 미분운동방정식을 얻을 수가 있다. 이것을 적용할 때 

Hamilton의 변분원리를 쓰는 것이 편리하다.  구속 미분방정식(2.33)에 승

수(multiplier) λ를 곱하고 변분적분의 피적분함수에 합하여 다음으로 표

현될 수 있다. 

⌠
⌡

t 1

t 2
∑
n
(
∂L
∂q k

-
d
dt

∂L

∂q k
+λ h kδ q k)dt=0 (2.34)

구속 때문에 n개의 양 δ q k중에서 n-1개만을 독립으로 볼 수 있다. 식

(2.34)에서 괄호 안의 한 개의 항, 가령 첫째 항이 없어지도록 λ의 값을 

택하면 나머지 n-1개는 독립으로 볼 수 있다. 결과적으로 괄호 안의 나머

지 항도 0이 되어야 한다. 즉,

∂L
∂q k

-
d
dt

∂L
∂q k

+λ h k=0, (k=1,2,...,n)         (2.35)

∑
N
h k q k=0                                       (2.36)

식(2.36)은 구속의 미분 방정식 (2.33)을 δt로 나누어서 얻어진다. 그러

므로 모두 n+1개의 미분방정식이 있다. 따라서 n+1개의 양 

q 1, q 2,... q n,λ를 구할 수 있다.

 이와 같은 방법은 단 하나의 구속방정식 보다 여러 개의 구속 조건을 

갖는 경우로 확장시킬 수 있고, 더 많은 미정계수를 대등되는 h에 곱해서 

Lagrange방정식에 합하면 된다. 위에 주어진 바와 같은 운동방정식은 운

동하는 구속이 있을 때에도 적용된다는 것을 알 수 있다. 

이상에서 보는 바와 같이 구속 조건이 주어질 경우에 운동방정식은 

Lagrange 승수에 의해 수치 해석에 의할 경우로 요약된다.
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Ⅲ. 일반화된 역행렬법

1. 구속 조건을 고려한 정적 평형

여러 부재들로 이루어진 구조체는 이들 부재들의 자유도에 의해 운동을 

묘사한다. 이 운동방정식은 일반적으로 라그란지 역학이나 뉴우튼 역학에 

의해 다음과 같은 형태로 유도된다. n개의 변위 q= [ q 1 q 2 … qn ]
T로 그 

운동이 묘사되는 시스템의 운동방정식은 다음과 같다.

Mq+Cq+Kq=F ( t) (3.1)

여기서, 질량 행렬 M은 n×n  대칭행렬을, C와 K는 각각 감쇠 및 강성 

행렬을 나타내며, 외력 벡터 F는 n×1  열벡터이다. 

만약 이 구조물의 각 부재가 강체라고 가정한다면 동적 거동을 하는 동

안 이들 모든 부재의 길이에는 변화가 없으며, 이를 제약 조건으로 볼 수 

있다. 이 제약 조건은 다음과 같은 형태로 정의된다.

φi(q, t)=0,   i=1,2,...,m,  m<n (3.2)

이 제약 조건들은 부재들의 거동을 묘사하는 총 자유도의 수 보다 작으며 

이 조건들은 비선형 관계에 있다. 많은 제어 이론들에 의하면 비선형 시

스템을 선형화하여 그 계산을 단순화시킨다. 식(3.2)의 조건을 만족하는 

변위들의 수는 방정식의 수 보다 많으므로 그 조건을 만족하는 해는 무한

대이며, 비선형 관계일 경우에는 그 접근법이 매우 복잡하다. 

일반화된 역행렬법은 Gauss 원리를 근거로 구속되지 않은 시스템의 가
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속도 성분과 구속 조건으로부터 산정된 가속도 사이의 차를 최소로 하는 

값을 구속된 시스템의 가속도로 정의하였다. 식(3.2)의 조건을 가속도 성

분으로 표현하기 위하여 시간에 관해 각각 두 번 미분을 취하면 다음의 

식을 얻는다.

φ i= ∑
n

j=1

∂φ i
∂q j

q j+
∂φ i
∂t
=0 (3.3a)

φ i= ∑
n

j=1

∂φ i
∂q j

q j+ ∑
n

j=1
∑
n

l=1

∂
∂q l (

∂φ i
∂q j ) q l q j+

∑
n

j=1

∂
∂t (

∂φ i
∂q j ) q j+ ∑

n

l=1

∂
∂q l (

∂φ i
∂t ) q l+

∂2φ i

∂t
2 =0

i=1, 2,…,m (3.3b)

Udwadia와 Kalaba가 제안한 일반화된 역행렬법은 가속도 성분인 식

(3.3b)만을 사용하여 구속된 시스템의 운동방정식을 2차 미분방정식으로 

제안하고 있다. 그러나 이 미분방정식을 수치 적분한 결과들은 식(3.2)의 

조건을 만족하지 않는 경향이 있다. 식(3.3b)외에 식(3.2)와 (3.3a)를 충족

시키기 위하여 다음과 같이 이들 식들을 조합할 수 있다. 

φ i+ φ i+φ i=0 (3.4)

식(3.4)를 사용할 경우에 제약 조건을 불만족하는 오차들은 줄어들게 된

다. 따라서, 보다 정밀한 해를 얻기 위하여 일반화된 역행렬법을 수정하

여, 식(4)를 다음과 같은 형태의 행렬로 표현하였다.

A(q,q, t)q= b(q, q, t) (3.5)

여기서, 계수 행렬 A는 m×n의 장방형 행렬이 되며, 식(3.5)를 가속도 벡

터에 관한 풀이는 실제의 가속도가 되나 그 해는 무한하게 존재한다. 따
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라서, Gauss의 원리를 사용하여 식(3.1)의 구속되지 않은 시스템의 가속

도와 식(3.5)의 구속 조건식을 조합하여 제약 조건이 주어졌을 경우에 그 

구조물의 운동방정식은 다음으로 유도된다.  

q=a(q,q, t )+M-1/2(AM-1/2 )+(b-Aa)      (3.6)

여기서, ‘+’는 일반화된 역행렬1)(generalized inverse)을 나타내며, 식(3.1)

에서 a=M-1(F-C q-Kq)으로 구속 되지 않은 시스템의 가속도를 나

타낸다. 이 식에서 M1/2
(AM

-1/2
)
+는 자유 진동시에 가속도 성분과 제약 

조건을 만족하는 가속도와의 차에 대한 가중 행렬로 이는 Gauss의 원리

로부터 얻을 수 있다.  

정적 평형 상태는 포텐셜 에너지의 변화량이 최소인 점으로 안정 상태

를 일컫는다. 따라서, 포텐셜 에너지와 관련이 있는 변위 벡터와 강성 행

렬의 곱 형태에서 산정된다. 그러므로 a=M-1
(F-Kq)를 식(3.6)에 사용

하고, 동적 해석법에 의해 정적 평형 상태를 결정할 수 있다. 즉, 정적인 

상태의 방정식은 다음으로 표현된다.

M
-1
(F-Kq)

+M
-1/2
(A1M

-1/2
)
+
(b1-A1M

-1
(F-Kq))=0

(3.7)

여기서, 행렬 A1과 벡터 b1는 변위들만에 의해 이루어진다. 식(3.7)은 정

적인 상태에서 식(3.1)의 운동방정식과 식(3.2)의 제약 조건을 동시에 설

명하는 정적 평형인 상태에 해당된다. 식(7)의 정적 평형 상태는 다음과 

같은 방정식으로도 표현된다.

1) (AA+)T=AA+, (A+A)T=A+A,
AA+A=A, A+AA+=A+
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K
*
q=F

* (3.8)

여기서, 

K
*
=[I-M

1/2
(A1M

-1/2
)
+
A1M

-1
]K

F
*
=[I-M

1/2
(A1M

-1/2
)
+
A1M

-1
]F+M

1/2
(A1M

-1/2
)
+
b1. 

식(3.8)의 풀이는 정적 평형 상태에 해당된다. 다음에서는 단진자에 대해 

위의 방법을 사용하여 정적 평형 상태를 결정한다.

2. 단진자의 정적 평형 상태

단진자의 정적 평형 상태는 진자가 지면과 수직을 이루는 것으로 진자

가 연직 상하의 두 위치에서 정적 평형 상태를 이룬다. 이를 위에 제시한 

방법에 의해 그 타당성을 검증한다.

Fig. 1에서와 같은 단진자는 뉴우튼 역학에 의해 다음과 같은 운동방정

식으로 쓸 수 있다.

max=m x=0 (3.9a)

may=m y=-mg (3.9b)

여기서, ax와 ay는 각각 x와 y방향으로의 가속도 성분을 나타내며, g는 

중력 가속도를 나타낸다. 이 진자는 길이가 l이며 질량을 무시할 수 있는 

봉에 의해 연결되었다 가정하면 진자의 운동은 다음과 같은 조건에 의해 

그 운동이 제약될 것이다.

x 2+y 2= l 2 (3.10)

식(3.10)을 적절하게 미분을 하여 식(3.4)의 형태로 다음과 같이 유도할 
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수 있다. 

2xx+2y y=-x
2
-y

2
+l

2
-2x x-2y y-2 x

2
- 2y

2 (3.11)

식(3.9)와 (3.11)에 각 계수들을 식(3.8)에 사용하여 다음과 같은 정적 평

형방정식을 얻을 수 있다. 

A1= [ x y], b1=
1
2
( -x 2-y 2+l 2), K*=0, 

F
*
=

1

2l
2 [ x(-2yg-x

2
-y

2
+l

2
)

2x
2
g-x

2
y-y

3
+yl

2 ] (3.12)

F*=0으로부터 정적 평형 상태는 x=0과 y=±l로 계산된다. 

Fig. 1 A simple pendulum
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Fig. 1과 같은 단진자의 운동은 일반적으로 θ에 의해 그 운동을 묘사한

다. 여기서, x= l sinθ와 y= l cosθ이므로, 정적 평형 상태는 θ=0, 180〫에 

해당하며, 좌표 θ는 자유도의 수를 줄일 수 있으며, 제약 조건을 동시에 

만족할 수 있는 일반화된 좌표(generalized coordinates)로 볼 수 있다. 

이 예로부터 식(3.8)을 사용하여 정정 평형 상태를 명확히 결정할 수 있

음을 보였다. 이와 같이 정적 평형 상태는 구속 조건을 동시에 만족하여

야 한다. 다음에서는 bar 구조물의 정적 평형 상태로 확대 적용한다.  

3.  3개의 봉으로 연결된 구조물

Fig. 2에서와 같이 3개의 봉이 연결된 구조물의 정적 평형 상태를 고려

하자. 그림의 구조체의 좌측으로부터 1, 2, 3번으로 명명하고, 각 부재의 

질량을 m 1, m 2, m 3라 하고, 길이를 l 1, l 2, l 3, 질량에 관한 단면 2차 모멘

트 I 1, I 2, I 3, 그리고 각 부재의 회전각을 θ1, θ2, θ3라 하면 이 시스템의 

운동방정식은 다음과 같이 유도된다.

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

A 1 B 1C 12 B 2C 31
B 1C 12 A 2 B 3C 23
B 2C 31 B 3C 23 A 3

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳

θ1

θ 2

θ 3

+
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

0 B 1S 12 -B 2S 31
-B 1S 12 0 B 3S 23
B 2S 31 -B 3S 23 0

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳

θ
2
1

θ
2
2

θ
2
3

+
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

C 1+C 2 -C 2 0
-C2 C 2+C 3 -C 3
0 -C3 C 3

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳

θ1

θ 2

θ 3

+
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

G 1cosθ 1
G 2cosθ2
G 3cosθ3

=
ꀎ

ꀚ

︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳

0
0
0

(3.13) 
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Fig. 2 A three-joint link bar structure

여기서

A 1= I 1+(
m 1
4
+m 2+m 3)l21, 

A 2= I 2+(
m 2
4
+m 3)l22,

A 3= I 3+
m 3
4
l
2
3
,

B 1= (
m 2
2
+m 3)l 1l 2, 

B 2=
m 3
2
l 1l 3,

B 3=
m 3
2
l 2l 3, 

G 1= (
m 1
2
+m 2+m 3)gl 1,

G 2= (
m 2
2
+m 3)gl 2, 

G 3=
m 3
2
gl 3

Cij= cos(θ i-θ j), 

Sij= sin(θ i-θ j).
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이들 운동방정식으로부터 비선형 관계에 있음을 볼 수 있으나, 선형화를 

취하지 않고 운동을 묘사할 수 있다. 

이 구조물은 양단부에 단순지지되어 있으므로 부재의 전체 길이와 수직 

높이가 제약될 것이다. 그러므로 이들은 다음과 같은 수식으로 정의된다.

l 1 cosθ1+l 2 cosθ2+l 3 cosθ3=z 2 (3.14a)

l 1 sinθ1+l 2 sinθ2+l 3 sinθ3=z 1         (3.14b)

만약 지점의 수직 높이에 차이가 없다면 z 1=0이 된다.

식(3.14)는 Fig. 2에서와 같은 구조물의 운동을 제약하는 조건으로 이를 

시간에 관해 두 번 미분을 취하여 다음과 같은 Aθ= b  형태의 방정식을 

얻는다.

A= [ ]l 1sinθ 1 l 2sinθ 2 l 3sinθ 3
l 1cosθ 1 l 2cosθ 2 l 3cosθ 3

(3.15a)

   b=[ ]b11+b12+b13
b21+b22+b23

       (3.15b)

b11=- l 1 cosθ1θ
2
1- l2 cosθ2θ

2
2- l3 cosθ 3θ

2
3

b12= l 1sinθ 1 θ 1+ l 2 sinθ 2 θ 2+ l 3 sinθ 3 θ 3

b13= l 1cosθ1+l 2 cosθ2+l 3 cosθ3-z 2

b21= l 1sinθ 1θ
2
1+ l2 sinθ 2θ

2
2+ l3 sinθ 3θ

2
3
   

b22= l 1cosθ 1 θ 1+ l 2 cosθ 2 θ 2+ l 3 cosθ 3 θ 3

b23= l 1sinθ1+ l 2 sinθ 2+ l 3 sinθ3-z 1

A1=A, b1= [ ]b13 b 23
T  및 K*=0을 식(3.8)에 사용하고 다음의 정의

와 F*=0에 의해 정적 평형 상태를 결정할 수 있다.  
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M=
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

A 1 B 1C 12 B 2C 31
B 1C 12 A 2 B 3C 23
B 2C 31 B 3C 23 A 3

,

F=-
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

G 1cosθ1
G 2cosθ2
G 3cosθ3

(3.16)

정적 평형은 F*=0를 만족하는 값으로 이 식은 비선형의 연립방정식으

로, 그 해를 결정하기 위해서는 적절한 수치 해석 기법을 요한다. 그리하

여 본 연구에서는 비선형 해석 프로그램인 MATLAB의 optimization 프

로그램을 사용하여 얻었다. 수치 해를 얻기 위하여 Fig. 2의 구조물에 대

한 물리적인 특성을 다음으로 가정하였다. 

     g=9.8, m 1=m 3=2, m 2=3

l 1=1000, l 2=2000, l 3=500 (3.17)

또한 초기 불안정한 상태에서 각 봉의 각과 이에 따른 수평 길이와 수직 

높이는 다음과 같이 가정하였다.

       θ1=-π/ 3, θ2=π/3, θ3=π/3

     l 1 cosθ1+l 2 cosθ2+l 3 cosθ3=1750

l 1 sinθ1+l 2 sinθ2+l 3 sinθ3=0 (3.18)

식(3.17)과 (3.18)의 성질을 사용하고, 제약 조건으로 z 1=0, z 2=1750  

상태를 만족하는 정적 평형 상태를 결정하였다. 그 해석의 결과 정적 평

형 상태는 다음으로 계산되었다.

θ1=-1.6933,  θ2=0.251, θ3=1.7014 (3.19)
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여기에서 보는 바와 같이 구속된 운동방정식으로부터 그 관계가 비선형일

지라도 정적 평형 상태에 관한 명확한 수식을 얻었으며, 이 수식을 비선

형 방정식의 풀이에 의해 그 해를 얻을 수 있었다. 

양단의 높이에 차이가 날 경우에도 매우 유용하게 적용될 수 있으며, 

예를 들어  z 1=-500, z 2=1750로 제약 조건을 부여한 경우에도 동일한 해

석법에 의해 다음과 같은 정적 평형 상태를 얻을 수 있다.

θ1=-1.7383,  θ2=-0.0035,  θ3=1.7381 (3.20)

    

4.  5개의 봉으로 연결된 구조체의 정적 평형

앞선 적용 예를 근거로 그림 3과 같은 5개의 봉으로 연결된 구조물의 

정적 평형 상태를 결정하였다. 이 구조물의 운동방정식 또한 비선형 관계

로 제약 조건은 다음으로 정의된다.

l 1 cosθ1+l 2 cosθ2+l 3 cosθ3+l 4 cosθ4+l 5 cosθ5=z 2

l 1 sinθ 1+ l 2 sinθ2+ l 3 sinθ3+ l 4 sinθ 4+ l 5 sinθ5=z 1 (3.21)

Fig. 3 A five-joint link bar structure

유사하게 이 구조물에 대한 정적 평형 방정식은 다음과 같은 식들에 의해 

식(3.8)의 형태로 결정된다. 
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M=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

A 1 B 1C 12 B 2C 31 B 4C 41 B 5C 51
B 1C 12 A 2 B 3C 23 B 6C 24 B 7C 25
B 2C 31 B 3C 23 A 3 B 8C 34 B 9C 35
B 4C 41 B 6C 24 B 8C 34 A 4 B 10C 45
B 5C 51 B 7C 25 B 9C 35 B 10C 45 A 5

F=-

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

G 1cosθ1
G 2cosθ2
G 3cosθ3
G 4cosθ4
G 5cosθ5

, 

A1= [ ]l 1sinθ 1 l 2sinθ 2 l 3sinθ 3 l 4sinθ 4 l 5sinθ 5
l 1cosθ 1 l 2cosθ 2 l 3cosθ 3 l 4cosθ 4 l 5cosθ 5

b1=

[ ]l 1 cosθ1+l 2 cosθ2+l 3 cosθ3+l 4 cosθ4+l 5 cosθ5-z 2
l 1 sinθ1+l 2 sinθ2+l 3 sinθ3+l 4 sinθ4+l 5 sinθ5-z 1

(3.22)

A 1= I 1+(
m 1
4
+m 2+m 3+m 4+m 5)l21,

A 2= I 2+(
m 2
4
+m 3+m 4+m 5)l22,

A 3= I 3+(
m 3
4
+m 4+m 5)l23, 

A 4= I 4+(
m 4
4
+m 5)l24

A 5= I 5+
m 5
4
l
2
5

B 1= (
m 2
2
+m 3+m 4+m 5)l 1l 2, 

B 2= (
m 3
2
+m 4+m 5)l 1l 3,

B 3= (
m 3
2
+m 4+m 5)l 2l 3, 

B 4= (
m 4
2
+m 5)l 1l 4,

B 5=
m 5
2
l 1l 5,
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B 6= (
m 4
2
+m 5)l 2l 4,

B 7=
m 5
2
l 2l 5,

B 8= (
m 4
2
+m 5)l 3l 4,

B 9=
m 5
2
l 3l 5,

B 10=
m 5
2
l 4l 5,

G 1= (
m 1
2
+m 2+m 3+m 4+m 5)gl 1,

G 2= (
m 2
2
+m 3+m 4+m 5)gl 2, 

G 3= (
m 3
2
+m 4+m 5)gl 3

G 4= (
m 4
2
+m 5)gl 4,

G 5= (
m 5
2 )gl 5,

Cij= cos(θ i-θ j), 

Sij= sin(θ i-θ j).

수치 결과를 얻기 위하여 다음과 같은 물리적인 특성과 초기 조건을 사용

하였다.

   g=9.8, m 1=m 3=2, m 2=3, m 4=1.5,  m 5=1.2

l 1=500, l 2=200, l 3=500, l 4=350, l 5=130     

θ1=-π/ 3, θ2=π/10, θ3=π/5, θ4=-π/4, θ5=π/3

     l 1 cosθ1+l 2 cosθ2+l 3 cosθ3+l 4 cosθ4+l 5 cosθ5=1157

l 1 sinθ1+l 2 sinθ2+l 3 sinθ3+l 4 sinθ4+l 5 sinθ5=-212 (3.23)
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위의 조건들과 제약 조건에서 z 1=-212, z 2=1157에 해당하는 정적 평형 

상태는 다음과 같이 계산되었다.

θ1=-1.011, θ2=-0.735, θ3=-0.210,  
θ4=0.2646,  θ5=0.5724

(3.24)

또한 z 1=0, z 2=1400과 같이 양단의 지점의 수직 고저차가 없는 것을 제

외하고 모든 것이 동일할 경우에 다음과 같은 해석 결과를 얻었다.

θ1=-0.7864, θ2=-0.3538, θ3=0.2574,  
θ4=0.6148,  θ5=0.8087

(3.25)

이들 예제들에서 보는 바와 같이 질량을 무시하지 않은 구조체에 제약 

조건이 주어질 경우에 제약 조건을 만족하는 정적 평형의 상태를 명확히 

결정할 수 있음을 보였다. 이 방법은 명백한 평형방정식의 결정과 이 연

립방정식의 풀이를 위한 수치 해석 기법을 요한다. 이는 제약 조건이 주

어졌을 경우에 기존의 수치 해석법과 접근 방법이 다르다. 특히 그 관계 

조건식이 비선형일 경우에도 용이하게 접근할 수 있음을 보였다.  
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Ⅳ. 결 론

정적 평형은 포텐셜 에너지의 변화량이 최소로 되는 상태이다. 정적 평

형 상태는 동적 해석에 의해 결정이 가능하다. 만약 이러한 동적 해석에 

제약 조건이 주어질 경우에 이들 조건을 충족하는 새로운 정적 평형 상태

가 존재한다. 그러나 새로운 정적 평형 상태는 무한의 경우가 있으며, 따

라서 포텐셜 에너지의 변화량이 최소로 되는 점을 찾기 위하여 대부분이 

수치 해석 기법에 의한다. 

그러나 본 연구에서는 제약 조건이 주어질 경우에 그 구속된 운동방정

식을 명확히 묘사할 수 있는 일반화된 역행렬법을 수정하여 정적 평형 상

태를 명확히 결정할 수 있는 식을 제안하였다. 이 방법에 의해 정적 평형 

상태를 나타내는 지배 방정식을 유도할 수 있으며, 단지 그 해를 얻기 위

해 수치 해석 기법을 사용하였다. 이를 적용한 bar 구조물의 정적 평형 

상태를 결정하였으며, 그 과정에 의해 제시된 방법의 타당성 및 용이함을 

보였다. 
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