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Summary 

This paper presents an explicit equilibrium equation related to a 

finite element tearing and interconnection method for structural 

analysis. This method is based on a decomposition of the finite 

element model into substructures. Using the displacement compatibility 

at each interface among substructures and modifying the previous 

results provided by Eun, Yang, and Chung, this study determines the 

equilibrium equation of the global structure with floating substructures 

as substructures. The new method can explicitly determine the static 

displacements from the explicit form of equilibrium equation. But, it 

has a disadvantage not to be able to reduce the global number of dof 

due to the calculation of generalized inverse matrix. Also, several 

applications illustrated the validity and easiness of the proposed 

method.  
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Ⅰ. 서 론

1. 연구 배경

구조물을 여러 개의 하부 구조물들(substructures)로 분할하고 이들 각 

하부 구조물을 이산계(discrete system)에 의해 평형 방정식을 결정하고 

이를 합성함으로써 전체 구조물에 대한 평형방정식을 결정할 수 있다. 이

러한 방법을 취하는 예로서 구조물과 지반으로 이루어진 전체 구조물에 

대한 정적 거동의 평가나 비행기의 날개와 본체에 의한 구조체를 들 수 

있다. 구조물과 지반에 의한 전체 구조물에 대해 구조물, 근접 지반, 그리

고 원거리 지반으로 각각 구분을 하여 이들이 접촉하는 부분에 적합 조건

을 부여하여 전체 구조물의 평형방정식을 얻게 된다.

하부 구조물로의 분할과 결합은 정적 축약법, 라그란지 승수법, 페널티

법(penalty method)을 주로 사용하였으며, 그 연구의 대부분은 동적 시스

템에 대한 동적 특성을 규명하는 연구들이다. 1996년 Yang, Kuo, Liang

은 진동수 영역에서 구조물, 근접 지반과 원거리 지반에 대한 각각의 방

정식을 산정하고 이를 정적 축약(static condensation)에 의해 결합시키는 

방법을 제안하였다. 그러나 이 방법은 강체 진동 모드(rigid-body mode)

를 고려할 수 없는 한계가 있다. 즉, 주어진 강성 행렬이 전계수 행렬(full 

rank matrix)이 아닐 경우에 정적 축약을 행할 수 없다. 

1997년 Park, Justino, Felippa는 구조해석을 위한 유한 요소 분할 및 합

성법(finite element tearing and interconnection method, FETI)을 제안하

였다. 이 방법은 라그란지 승수를 사용하였으며, 강체 거동을 명확히 설명

할 수 없는 한계가 있다. 강체 거동에 대한 설명을 위해 1997년 Fellipa와 

Park은 direct flexibility method를 제시하였다. 이 방법은 자유-자유인 

구조체의 유연성 행렬을 결정하는 방법으로 유연성 행렬이 전계수가 아닌 
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행렬이므로 그 타당성의 검증을 필요로 한다. 1998년에 Farhat, Lacour, 

Rixen은 구조체 내에 지정된 변위의 구속 조건이 부여될 경우에 FETI법

을 확대 적용하는 방법을 수치 해석에 의해 제시하고 있다. 이상과 같은 

연구들의 대부분은 명확한 형태의 수식 전개보다는 수치 해석에 의존 하

므로 복잡한 형태의 구조물일 경우에 이들 제시법들은 점점 더 복잡한 중

간 과정을 요할 것이다. 

2002년 은희창, 양근혁, 정헌수는 여러 개의 하부 구조물로 이루어진 전

체 구조물의 정적 평형방정식을 유도하였다. 이 방법은 접촉면에서 발생

하는 힘과 기타 모든 절점에서의 변위를 결정할 수 있으나, 강체 거동을 

나타내는 하부 구조는 제시된 평형방정식의 수정없이 적용하기 어렵다. 

따라서, 본 연구에서는 2002년에 제시한 방법을 수정하여 강체 거동을 고

려한 새로운 형태의 방법을 제시한다. 그리고 그 타당성 및 적용성을 예

제를 통하여 검증한다. 

2.  연구 목적

대형 구조물에 대한 구조 해석을 실시할 때는, 구조물을 여러 개의 하

부 구조로 분할하고 이를 합성하면 일부의 하부 구조물은 강체 진동 모드 

즉 자유-자유의 구조물일 경우가 발생한다. 이러한 탄성 구조체는 그 해

석이 불가능하다. 즉, 지점에 의한 구속이 없으므로 강체로서의 탄성 해석

이 불가능하기 때문이다. 따라서, 본 연구에서는 이러한 어려움을 제거하

고 그 해석을 용이하게 할 수 있는 방법을 제안한다. 그 제한된 방법의 

타당성 및 용이함을 예를 들어서 검증한다. 

여기서 제시한 방법은 구조물의 해석에서 뿐만 아니라 날개와 본체로 

이루어진 항공기의 해석에서도 적용이 가능하며, 그 외에도 적용 범위가 

매우 크리라 판단된다. 특히, 제시된 방법은 수치 해석과 같은 방법이 아

닌, 명확한 형태의 식으로 그 해는 직접적으로 풀이가 가능한 큰 장점을 

지니고 있다.
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3. 연구 방법

본 연구는 힘의 평형을 나타내는 식을 나타내는 방법 및 그 해를 구하

는 연구로 강체 진동 모드를 포함하는 광범위한 형태의 구조 해석에 적용

할 수 있다. 기존의 연구 결과들을 평가하고 강체 진동 모드를 나타내는 

구조체에 대한 힘의 평형 방정식을 유도한다. 앞선 연구의 연장선상에서 

제안된 식을 수정하여 이를 확대 적용하는 방법으로 유도된다.

제시된 방법을 통하여 이를 구조체에 적용하여 제시된 방법의 타당성 

및 적용성을 입증한다. 입증하는 방법으로 접촉면에서의 변위가 동일하며, 

그 내부 힘의 합은 0임을 나타내므로 그 타당성이 검증될 것이다. 특히, 

제시된 방법의 용이함은 수치해석에 의하지 않고, 식에서 요구하는 각 계

수들만에 의해 결정될 수 있음에 있을 것이다.
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Ⅱ. Lagrange 역학

1. 구속력

단일 입자 또는 입자 시스템들은 일반적으로 시공간에서 이들 시스템들

의 운동을 결정하는 세 가지 형태의 조건을 만족하고 있다. 즉 운동방정

식을 통해 시스템에 작용한 힘으로 표현되는 동역학적 조건과 보통 입자

들의 위치좌표나 속도 좌표의 초기 값 또는 어떤 보존되는 동역학적 양들

로 표현되는 초기 조건들이다. 초기 조건에 의해 운동방정식의 무수히 많

은 가능한 해들로부터 실제의 궤도가 선정된다. 

Newton의 법칙은 이들 두 형태의 조건들만을 만족하는 시스템의 거동

을 연구하는 데 적합하다. (이 조건을 만족하는 것 이외에는 삼차원 공간

에서 자유롭게 움직이는) 입자가(예를 들어 등방 선형 조화 진동자의 힘

의 영향으로) 닫히는 경우가 때때로 나타났다. 이러한 경우에는 삼차원 

공간의 어떤 부분 공간 내에서 입자의 그 특수한 운동은 힘의 법칙의 동

역학적 대칭성으로부터 나왔다. 

만일 시스템이 기하학적인 조건 또는 구속조건을 만족한다면 전적으로 

새로운 상황이 일어난다. 이들은 힘 법칙과 상관없이 입자들의 좌표에 가

해지는 조건들이다. 예를 들면 구면 진자의 동작은 구의 표면에서만 움직

일 수 있도록 되어 있다. 기하학적인 조건들은 시스템의 입자들을 구속 

조건들이 없었을 때 입자에 작용하는 모든 내력 및 외력의 벡터합의 방향

과는 다른 방향으로 가속시키게 할 수 있다. 시스템이 구속 조건을 받을 

때는 소위 구속력이라는 부가적인 힘이 나타난다.

모든 구속력과 더불어 시스템에 작용하는 다른 힘들이 알려진다면 (동

역학적인 조건들과 초기 조건들만으로 표시된) Newton의 운동방정식을 

사용하기 위해서는 먼저 구속 조건의 방정식과 시스템에 가해진 힘들로부
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터 구속력을 계산하여야 한다. 어떤 상황에서는 운동 방정식도 필요로 한

다. (다른 한편 기하학적인 조건들은 다른 정보와 더블어 구속력으로부터 

구할 수 있다.) 구속력을 포함하지 않는 운동방정식을 만들기 위한 직접

적이고도 오히려 간편한 방법이 존재한다. 더욱이 힘이라는 개념이 전적

으로 제거된다. Lagrange에 의해서 도입된 이 이론은 구속 조건이 없는 

시스템에도 똑같이 적용된다.

2. 구속 조건과 일반화 좌표

N개의 입자들로 된 한 시스템을 생각하자. 이것은 직각 좌표계에서 3N

개의 시간의 함수인 위치좌표

x 1 , y 1 , z 1 , x 2 ,…, z n        (2.1) 

과 속도 좌표

x 1,  y 1,  z 1,  x 2, … z n   (2.2)

로 표현된다. 3N개의 좌표(2.1)은 3N 차원 좌표 공간의 요소라 말할 수 

있으며, 3N 차원 좌표 공간의 어떤 점도 실 공간에서의 시스템의 배위를 

기술한다고 말할 수 있다.

만일 시스템이 어떤 구속 조건도 받지 않는다면 입자들은 삼차원 공간

에서 자유롭게 움직이며 좌표들은 모두 서로 독립이다. 그러나 구속조건

이 이 시스템에 가해지면 좌표들은 모두가 서로 독립은 아니며 이들은 임

의의 값을 갖지 않을 수 있다.

구속 조건은 크게 다음과 같이 구별된다. 만일 구속조건이 좌표들 사이

에 대수적 관계식이 존재한다면 홀로노믹(holonomic)하다고 말한다. 이것

은 
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f( x 1 , y 1 , z 1 , x 2 ,… z n )= 0           (2.3)

인 형식의 방정식으로 표시될 수 있다.

구속조건이 (2.3)의 형식으로 쓸 수 없을 때에도 비홀로노믹

(nonholonomic)하다고 말한다. 가장 흔한 비호로노믹한 구속 조건은 부등

식 형식으로 표현된다. 또는 이들은 좌표의 미분을 포함할 때도 있다.

구속 조건의 다른 분류는 구속 조건이 시간함수냐 아니냐에 따라 이루

어진다. 첫 번째 종류의 구속 조건은 레오노믹(rhenomic)하고 두 번째 종

류의 구속 조건은 스크러노믹(sclernomic)하다고 말한다.

비호로노믹 구속 조건을 갖는 문제를 푸는 일반적인 방법은 존재하지 

않는다. 만일 비홀로노믹한 조건들이 미분방정식으로 기술되고 있다면 이

들 미분방정식들은 운동 방정식의 시스템과 연립하여 풀어야만 한다. 고

전역학의 대부분의 문제는 현대물리학의 대부분의 문제와 더불어 단지 홀

로노믹한 구속조건만을 가지고 있다. 

c개의 독립된 홀로노믹한 구속 조건을 만족하는 시스템을 고려하자. 그

러면 (2.3) 형식의 c개의 독립된 방정식

f( x 1 , y 1 , z 1 , x 2 ,… z n )= 0,  k= 1,2,…c ,      (2.4)

가 존재한다. 각 방정식은 임의의 한 좌표를(삼차원 좌표 공간내 한점 주

위의 작은 영역내에서) 나머지 3N-1개의 좌표들로 풀 수 있다. 그러면 

3N개의 원래의 좌표 중 임의의 c개를 소거할 수 있으며 따라서 독립 좌

표의 수는 

f=3N- c        (2.5)

로 주어진다. 이 f  를 시스템의 자유도의 수 또는 간단히 자유도라 부른

다. 이것은 시스템에 비홀로노믹한 구속 조건을 가하였을 때 얻는 '미시
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적' 자유도보다는 더 크다.

시스템을 (거시적으로) 완전히 기술하는 f개의 독립된 좌표들의 어떤 세

트를 일반화 좌표들의 세트라 부른다. 이 일반화 좌표들을 

q 1 , q 2 ,… q f (2.6)

라 한다. 식(2.6)을 시간에 관해 미분하면 다음과 같은 일반화 속도를 얻

을 수 있다.

q 1,  q 2, …,q f  (2.7)

수학적인 용어로 (2.4)의 세트는 3N 차원공간으로부터 배위 공간이라 부

르는 f차원의 부분 공간으로 투영하는 것이다. 홀로노믹한 구속 조건이 

없는 특수한 경우에 자유도의 수는 f=3N  이다. 그리고 임의의 3N개의 

독립좌표는 이미 일반화 좌표이다. 일반화 좌표 q j는 길이의 차원을 가

져야 될 필요는 없다. 이 사실은 일반화된 힘과 일반화 운동량을 도입할 

때 중요한 의미를 갖는다.

y

x

x

y

Fig. 1 A simple pendulum in x-y coordinate system
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Fig.1과 같은 단진자에서 항상 시스템의 대칭성과 직접적으로 연관되는 

'자연스러운' 좌표, 그리고 그 좌표를 찾아야 된다는 것을 밝히고 있다. 

주어진 시스템에 대해서 그러한 '자연스러운' 좌표를 찾는 일은 경험과 

직감이 요구된다. 

c개의 홀로노믹한 구속 조건을 만족하는 N입자들로 된 시스템은 

f=3N- c개의 일반화 좌표로 시스템의 운동 방정식을 구하는 것이 가능

하다. 사실 이러한 방정식은 존재하며 발견자의 이름을 따서 Lagrange의 

방정식이라 부른다. 

l
θ

Fig. 2 A simple pendulum with a generalized coordinate θ

Fig. 2와 같이 단진자가  각 θ가 일반화 좌표로 선택되고 있다. 단진자

의 위치를 나타내는 방법으로 Fig. 1과 같이 x-y 평면상이나 Fig. 2와 같

이 일반화 좌표를 사용할 경우에 모두 충족된다. 일반화 좌표의 사용은 

단진자의 운동을 구속하는 조건을 충족함과 동시에 자유도의 수를 줄이는 

장점이 있다. 

3. 일반화 좌표와 연류된 항등식

한 세트의 일반화 좌표 q j,j=1,2,…f  가 주어진 시스템을 묘사한다고 

가정하자. 그러면 위치벡터 r i, i= 1,2,…N의 각각 좌표 x i, y i, z i는 
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q j  의 함수라고 생각될 수 있다. 벡터 기호를 사용하면 

r i= r i ( q 1 ,… q f )= r i ( q 1 (t),… q f (t)), i=1,…N (2.8)

이다. r i는 q j를 통해 내적으로 시간에 의존된다. 만일 시스템이 레

오노믹한 구속 조건을 만족한다면 r i는 또한 시간에 뚜렷하게 의존되며 

이 경우에는 

r i= r i ( q 1 (t),… q f (t),t) (2.9)

이다. 그러면 속도 벡터는

dr i
dt

= r i= ∑
f

j=1

∂r i
∂q j

q j+
∂r i
∂ t

 (2.10)

과 같다. 

(2.9)로부터 두 개의 항등식이 유도된다. 일반화 속도 q k에 대해 편미분

을 취하면 

∂r i

∂q k
= ∑

f

j=1

∂r i
∂q j

∂q j

∂q k
+

∂

∂q k
(
∂r i
∂t
)

= ∑
f

j=1

∂r i
∂q j

δ jk                      

=
∂r i
∂q k

                             
(2.11)

를 얻는다. ∂r i/ ∂t는 q k에 무관하기 때문이다. q k에 대한 r k  의 편미분
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을 취하고 편미분의 순서를 바꾸면

∂r i
∂ q k

= ∑
f

j=1

∂
∂q k

(
∂r i
∂q j

) q j

     = ∑
f

j= 1

∂
∂q j

(
∂r i
∂q k

) q j+
∂
∂t
(
∂r i
∂q k

)

     =
d
dt
(
∂r i
∂q k

)                        (2.12)

을 얻는다. 식(2.12)는 미분 연산자 d/dt와 ∂/∂ q k가 교환 가능하다는 것

을 말하고 있다.

4. 가상변위, 가상 일 및 일반화 힘

절점 m i의 무한소 변위에 관한 두 가지 형태로, 입자가 시간 간격 dt 

사이에 작용된 힘의 영향으로, 그리고 운동 방정식과 모순이 없이 또 구

속 조건과도 모순이 없이 r i에서 r i+ dr i로 움직인다면 이 변위를 실

제의 변위 dr i라 부른다. 만일 그 변위가 단지 구속조건에만 모순이 없

다면 이를 가상변위라 부른다. 입자의 가상변위는 운동방정식이나 또는 

시간을 포함하고 있지 않다. 예를 들면 단진자의 진자가 항상 반지름 R의 

원상에 남아 있는 한 어떤 임의의 시간 간격 동안에도(평면 극좌표로 말

해서) 점(R, ϕ)에서 점(R, ϕ+δϕ)로 움직일 수 있다. 그러므로 식(2.8)로

부터 어떤 가상변위도 만족함을 알 수 있다. 여기서 δ q i는 일반화 좌표

q j의 가상변화이다. 총 가상 일 δW는 일반화된 힘 Fi은 각 입자가 가상

변위 δ r i,i=1,2,…N를 취할 때 시스템의 가해지는 힘에 의해서 한 총 

일로 정의되며, 다음과 같은 수식에 의한다.
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δW  = ∑
N

i= 0
F i․δ r i            

= ∑
N

i= 1
F i ( ∑

f

= 0

∂r i
∂q j

δ q j )  

=  ∑
f

j= 1
( ∑
N

i= 1
F i∙

∂r i
∂q j

δ q j
 (2.13)

를 얻는다. 일반화 좌표 q i와 관련된 일반화 힘 Q i를

Q j= ∑
N

i=1
F i∙

∂r i
∂q j (2.14)

식(2.13)에 사용하면 다음과 같다.

            δW= ∑
f

j=1
Q j δq j        (2.15)

를 얻는다. 힘 F i와 일반화된 힘 Q j사이에 두 개의 중요한 관계가 있

다. F i는 삼차원 공간에서 벡터이지만 Q j는 벡터가 아니다. 가상 일은 

항상 에너지의 차원을 가지고 있다. 그러나 일반화 좌표 q j  는 꼭 길이

의 차원을 가져야 하는 것이 아니기 때문에 q j에 연관된 일반화 힘 Q j

는 힘의 차원을 가져야 될 필요가 없다.  

 (2.14)를 사용한 일반화된 힘의 계산은 많은 경우에 대단히 지루한 일이 

될 수 있다. Q j의 물리적 뜻을 조사하여 직접 가상일로부터 일반화된 힘

을 유도하는 것이 때로는 더욱 편하다. 

정적 평형 상태에 있는 N개의 절점으로 된 시스템을 고려하자. Newton

역학에서 평형은 조건

F i=0, i=1,2,…N  (2.16)
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로 표시된다. 만일 시스템이 구속 조건을 받고 있다면 이 식들은 이 형식

으로는 대단히 유용하지 못하다. 왜냐하면 힘 F i는 작용된 힘과 구속력

으로 구성되어 있기 때문이다. 그러나 (2.16)에 의해 시스템에 한 일이 0

이 되는 가상일  즉         

δW= ∑
N

i=1
F i⋅ δr i=0 (2.17)

을 계산할 수 있다. 일반화 좌표로는

            δW= ∑
f

j=1
Q j⋅ δq j=0 (2.18)

이다. q j는 모두 서로 독립이기 때문에 식(2.18)은 일반화된 힘이 각각 0

이 될 때에만 성립된다. 입자 시스템은

           Q j=0, j=1,2,…f          (2.19)

일 때에 평형상태에 있다고 볼 수 있다.

힘 F i가 보존력이라 가정한다. 그러면 

           F i=- ∇ iV, (2.20)

인 퍼텐셜 에너지 함수 V( r 1 ,… r N)가 존재한다. 식(2.8)에 의해 퍼텐셜 

에너지는 일반화 좌표를 써서 V=( q 1 ,… q f)로 쓸 수 있다. 그러면 일

반화 힘 Q j는 일반화 좌표에 대한 V의 음의 미분과 같아진다. 왜냐하면

 Q j= ∑
N

i=1
F i⋅

∂r i
∂q j

=- ∑
N

i=1
∇ iV⋅

∂r i
∂q j

=-
∂V

∂q j    (2.21)
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이기 때문이다.

5. 운동에너지

Lagrange의 이론에서 운동에너지 T는 일반적으로 일반화 좌표의 함수

이다. 식(2.10)을 사용하면 T는 다음의 형식으로 쓸 수 있다. 

T= ∑
N

i= 1
m i r i⋅ r i                                          

=
1
2 ∑

N

i= 1
m i ( ∑

f

j= 1

∂r i
∂q j

q j+
∂ r i
∂t

)⋅( ∑
f

j= 1

∂r i
∂q k

q k+
∂r i
∂t

)

=
1
2 ∑

f

j= 1
∑
f

k= 1
( ∑
N

i= 1
m i

∂r i
∂q j

⋅
∂r i
∂q k

) q j q k+2 ∑
f

j= 1
( ∑
N

j= 1

1
2
m i

∂r i
∂q j

⋅
∂r i
∂t

) q j

+ ∑
N

i= 1

1
2
m i

∂r i
∂t
⋅

∂r i
∂t

                                                     

(2.22a)

또는

      T=
1
2 ∑

f

j= 1
∑
f

k= 1
a jk q j q k+ ∑

f

k= 1
b j q j+c (2.22b)

이다. 여기서

     a jk= ∑
N

i=1
m i

∂r i
∂q j

⋅
∂r i
∂q k                           (2.23a)

     b j= ∑
N

i=1
m i

∂r i
∂q j

⋅
∂r i
∂t                            (2.23b)

      c= ∑
N

i=1

1
2
m i

∂r i
∂t

⋅
∂r i
∂t                          (2.23c)

이다.
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 레오노믹한 구속 조건이 있을 때에는 적어도 한 개의 벡터 r i에 대해

서 ∂ r i/∂t≠0이기 때문에 계수 b j와 c는 0이 아니다. 레오노믹한 구속 

조건이 없을 때에는 운동 에너지는 일반화 속도 q j에 대해 동차 형식, 즉

       T=
1
2 ∑

f

j= 1
∑
f

k= 1
a jk q j q k                         (2.24)

이다. a ij는 대칭 행렬을 이룬다. a ij는 일반화 좌표의 함수일 수 있다.

일반화 힘의 경우에서와 같이 운동에너지를 (2.22b) 혹은 (2.24)를 직접 

계산하는 것보다는 일반화 좌표의 물리적 의미로부터 유도하는 것이 때로

는 더 간단화가 나타난다. a ij의 비대각선 요소는 0이다. 그리고 운동 에

너지는 간단히

T=
1
2 ∑

f

j= 1
a jj q

2
j (2.25)

이다.

만일 T가 일반화 속도에 대해서 동차 2차 형식이라면 식(2.25)로부터

∑
f

l= 1
q l

∂T

∂q l
=
1
2 ∑

f

l= 1
∑
f

j= 1
∑
f

k= 1
q l a jk (

∂q j

∂q l
q k+ q j

∂q k

∂q l
)

               =
1
2 ∑

f

j= 1
∑
f

k= 1
a jk ∑

f

l= 1
q l ( δ jl q k+ q j δ kl )

            =
1
2 ∑

f

j= 1
∑
f

k= 1
a jk ( q j q k+ q j q k )

= 2T                             
      (2.26)

을 얻는다. 이것은 변수 x i의 임의의 n차 동차형식 f에 대해서 항등식
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∑
i
x i

∂f

∂x i
=nf (2.27)

가 성립한다고 하는 Euler 정리의 특별한 경우이다. 
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Ⅲ. 정적 평형방정식

1. 힘의 평형방정식

영역 Ω에 탄성 해석을 위해 유한 요소로 정식화하기 위하여 K, u, f

를 각각 대칭 양의 정치성(positive definite)의 강성 행렬, 변위 벡터 및 

외력 벡터라고 하자. 이들에 의해 힘의 평형방정식은 다음과 같은 형태를 

취한다.

Ku= f (3.1)

 영역 Ω를 Fig. 3(b)에서와 같이 n s개의 하부 구조로 구분할 경우에 n s

개의 하부 구조물 각각의 평형방정식은 다음과 같다. 

      K
s
ii u i s+K

s
ib u b s=f

s
i,   s= 1,…,n s

∑
n s

s= 1
K
sT

ib u
s
i+ [ ∑

ns

s= 1
K
s
bb] u s

b= ∑
ns

s= 1
f
s
b       (3.2)

 여기서, 아래 첨자 i와 b는 각각 내부의 자유도와 경계 부분의 자유도를 

나타내며, 윗첨자 T는 행렬의 전치를 나타낸다. 또한 u는 결합 전의 변

위 벡터로 결합 후에 경계면에서의 내력에 의해 실제 변위 벡터 u와는 

다른 값을 취한다. 식(3.2)의 첫 번째 식은 하부 구조 영역 Ω s의 내부 영

역에 평형방정식을 나타내며, 두 번째 식은 하부 영역 사이의 접합면에서

의 자유도에 해당하는 평형방정식을 각각 나타낸다.

분할된 이들 하부 구조물을 결합시킬 경우에 하부 구조물 간에 

경계면에서의 변위 u
s가 동일하다는 다음과 같은 조건을 충족하여야 
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한다.

                           ∑
n s

s= 1
B
s
u
s
= 0                 (3.3)

 여기서, u s는 실제의 변위 벡터가 된다. 식(3.2)와 같은 형태의 결합 전의 

평형 방정식은 식(3.3)과 같은 형태의 제약 조건에 의해 다음과 같이 라그

란지 승수를 사용한 평형 방정식으로 표현된다. 

      Ksu s= f s-B s
T

λ, s= 1,2,..., n s

∑
n s

s= 1
B
s
u
s
= 0 (3.4)

  식(3.4)의 첫 번째 식에서 λ는 라그란지 승수를 사용한 하부 구조 영역 

Ω
s의 힘의 평형을, 식(3.4)의 두 번째 식은 하부 구조 영역 간의 접촉면

에서 발생하는 적합 조건을 나타내며, B s는 1, -1, 0으로 적합 조건과 관

계되는 Boolean 행렬이다. 따라서, 적합 조건은 라그란지 승수에 의해 설

명되어야 한다.

식(3.4)에서 하부 구조 영역 Ω s의 강성 행렬, 변위 및 외력 벡터를 각

각 Ks
, u

s
, f

s라 정의하면 다음으로 표현된다.

Ks= [ ]K
s
ii K

s
ib

Ks
T

ib K
s
bb
, 
u
s
= [ ]u

s
i

u sb , 
f
s
= [ ]f

s
i

fsb     (3.5)

 식(3.4)의 첫 번째 식의 우변의 두 번째 항은 적합조건을 만족하기 위해 

필요한 구속력을 나타내므로 이 구속력은 적합 조건을 부여하지 않은 식

(3.2)의 두 번째 식에서 양 변의 차이로 다음과 같이 쓸 수 있다. 
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f
c
s

b = ∑접촉영역K
s
T

ib u
s
i +K

s
T

bbu
s
b-f

s
b (3.6)

 식(3.6)에서의 fsb는 식(3.2)에 정의된 값을 나타내므로, 식(3.6)의 구속력

은 접촉면에서의 실제 변위와 결합 전의 변위에 의한 힘의 차이로 설명된

다. 식(3.6)과 식(3.4)의 첫 번째 식을 비교하면 구속력은 라그란지 승수를 

사용할 경우에 다음으로 정의됨을 볼 수 있다. 

fc
s

b =-B
s
T

λ b=- ( ∑접촉영역K
s
T

ib u
s
i +K

s
T

bbu
s
b-f

s
b)     (3.7)

 여기서, f c
s

b는 접합면에서의 구속력 벡터로 분할된 영역을 결합하기 위

한 최소의 힘이라고 가정하여, 참고문헌 6에서는 식(3.2)와 같은 형태의 

제약 조건이 부여될 경우에 평형 방정식을 제시하고 있다. 이 구속력은 

내부 자유도에 해당하는 영역의 힘에는 영향을 미치지 않는다.

식(3.3)과 같은 구속 조건이 부여될 경우에 참고문헌 6에서 구속력 f c
s

와 평형 방정식은 각각 다음과 같이 제시하고 있다.  

      f c
s

=-Ks
1/2

(B sK s
- 1/2

) +B su

K
s
u
s
=K

s
u-K

s (- 1/2)

(B
s
K
s- 1/2

)
+
B
s
u (3.8)

 여기서, 위 첨자 ‘+’는 일반화된 역행렬(generalized inverse matrix)을 나

타낸다. 식(3.4)의 첫 번째 식을 사용하면 구속력 벡터는 다음으로 정의된

다.

B
s
T

λ= K
s
1/2

(B
s
K
s
- 1/2

)
+
B
s
u (3.9)

 식(3.9)의 양변에 B s를 곱하고, (B sB s
T

)가 전계수(full rank)라고 가정
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하면 라그란지 승수는 수치 해석에 의할 필요없이 다음과 같은 수식으로 

명확히 결정될 수 있다. 

λ= (B
s
B
sT

)
- 1
K
s1/2

(B
s
K
s- 1/2

)
+
B
s
u
s (3.10)

(a)

(b) 

Fig. 3 Force distribution in region Ω  divided into n s  subregions

2. 정적 축약에 의한 정적 평형방정식

여러 개의 하부 구조물로 분할된 구조물의 평형방정식은 정적 축약에 

의해 결정할 수 있다. 식(3.4)의 첫 번째 식에서 -B
sT

λ= f
c s을 사용하고 

이를 행렬로 표현하여 다음과 같은 평형방정식을 얻는다.
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ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ
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0 … 0

0 K
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0 0 … K
n s

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳

u
1

u
2

⋯

u
n s

=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

f
1
+f

c
1

f
2
+f

c
2

⋯

f
n s+fc

n s          (3.11)

 여기서, Ks, u s, f s는 식(3.5)에 정의되어 있다. 식(3.11)과 같은 형태의 

평형 방정식이 주어질 경우에 정적 축약에 의한 접근법을 나타내기 위하

여 Fig. 4와 같은 2개의 영역으로 구분되는 연속체를 고려하자.

(a)

(b)

Fig. 4 Continuous system consisted of 2 subsystems

Fig. 4(a)와 같은 연속체를 (b)와 같은 형태로 분할할 수 있다. 이들 두 

개의 분할체에 대한 평형방정식은 구속력을 포함하여 다음과 같은 형태의 

평형방정식으로 쓸 수 있다. 
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[ ]K
1
aa K

1
ab

K
1
ba K

1
bb
[ ]u

1
a

u
1
b

= [ ]f
1
a

f
1
b+f

c
1

(3.12a)

[ ]K
2
cc K

2
cd

K
2
dc K

2
dd
[ ]u

2
c

u
2
d

= [ ]- f
c 1

f
2
d (3.12b)

 여기서, 윗 첨자 1과 2는 각각 하부 영역을 나타내며, f c
1

은  접합점에

서의 동일한 변위를 나타내기 위한 구속력이다. 식(3.12b)를 정적 축약에 

의해 u 2
d에 관해 풀면 다음을 얻는다.

u
2
d= ( K

2
dd)

- 1
( f

2
d- K

2
dc u

2
c) (3.13)

 이를 식(3.12b)의 첫 번째 식에 대입하고 구속력에 관해 풀면 다음의 관

계식을 얻는다.

        f c
1

= ( K
2
cc- K

2
cd( K

- 1
dd )K

2
dc)u

2
c+ K

2
cd( K

2
dd)

- 1
f
2
d

(3.14)

 접합점에서의 변위가 동일하다는 적합 조건 u1b=u
2
c을 만족하기 위하여 

이들 접촉면에서의 구속력은 절대값이 같고 부호가 반대이므로 이를 식

(3.12a)에 적용한다. 즉 식(3.14)를 식(3.12a)에 대입하면 최종으로 다음과 

같은 평형방정식이 유도되며 이 식에 의해 해를 얻을 수 있다. 
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=

ꀎ
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︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳

f
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f
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2
cd( K

2
dd)
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f
2
d

f
2
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        (3.15)

 위의 평형방정식은 접합점에서의 내부 힘이 동일하다는 조전하에서 정적 

축약에 의한 전체 영역의 평형 방정식을 나타낸다. 그러나 일반적으로 

Fig. 4(a)와 같은 구조체의 평형 방정식은 다음과 같이 명확히 얻을 수 

있다. 

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳
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ab 0

K 1
ba K
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bb+ K
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0 K 2
dc K 2
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ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳
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ꀛ

︳︳︳︳︳︳

u 1
a

u 1b
u 2d

=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳

f 1a
f 1b
f 2d

     (3.16)

 식(3.15)와 (3.16)은 동일한 형태를 취하지 않고 있음을 볼 수 있다. 따라

서, 이들 결과가 동일한 지를 결정하기 위하여 Fig. 5와 같은 스프링으로 

연결된 구조체의 절점 변위를 산정하였다. 

(a)

(b)

Fig. 5 A structure connected by 3 springs
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Fig. 5(a)와 같이 1, 2, 3의 절점에서 수평 변위를 갖는 네 개의 스프링

으로 연결된 구조물의 평형방정식은 다음으로 표현된다.

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

k 1+k 2 -k 2 0
- k 2 k 2+k 3 -k 3
0 - k 3 k 3+k 4

ꀎ

ꀚ
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ꀏ

ꀛ
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u 2
u 3

=
ꀎ

ꀚ
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ꀏ

ꀛ
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f 1
f 2
f 3

(3.17)

Fig. 5(a)에서와 같이 네 개의 스프링으로 연결된 전체의 구조물의 평형 

방정식은 다음과 같다. 
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=
ꀎ

ꀚ
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ꀏ

ꀛ
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f 1
f 2
f 3

(3.18)

그러나 이 구조물을 Fig. 5(b)에서와 같이 절점 2에서 두 개의 구조로 

분할을 행하고 결합하는 과정에 의해 평형방정식을 유도할 수도 있다. 이 

때 두 개의 구조물의 접촉면인 절점 2에서 절대값은 동일하며 부호가 반

대인 내부 힘 fc2이 작용하게 된다. 이는 다음의 식으로 표현된다. 

[ ]k 1+k 2 -k 2
-k 2 k 2 [ ]u 1u 2a = [ ]

f 1
f 2+ f

c
2

(3.19a)

[ ]k 3 -k 3
-k 3 k 3+k 4 [ ]u 2bu 3 = [ ]- f

c
2

f 3 (3.19b)

 위와 같이 두 개의 방정식으로 분해되며, 두 번째 식에 정적 축약을 적

용하여 식(3.19b)를 u 3에 관해 풀면 다음을 얻게 된다.

u 3=
k 3

k 3+k 4
u 2b+

f 3
k 3+k 4 (3.20)

 식(3.20)을 식(3.19b)의 첫 번째 식에 대입하고 구속력에 관하여 풀면 다
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음을 얻는다.

f
c
2=-k 3 u 2b+

k
2
3

k 3+k 4
u 2b+

k 3f 3
k 3+k 4 (3.21)

  식(3.21)을 식(3.19a)에 사용하고 적합 조건 u 2a=u 2b를 적용하면 다음

과 같은 형태의 새로운 평형방정식을 얻는다.
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u 2
u 3

=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

f 1

f 2+
k 3f 3
k 3+k 4
f 3

(3.22)

식(3.18)과 (3.22)는 동일한 형태를 취하고 있지 않으므로 필요한 각 값

을 가정하여 변위를 결정하였다. Fig. 5의 구조체에 대한 물리적인 값으로 

다음을 사용하였다.

k 1= 300, k 2= 400, k 3= 700, k 4= 200 ,

f 1=800, f 2=300, f 3=800 (3.23)

 이들 값을 사용하여 식(3.18)과 (3.22)의 평형방정식으로부터 각 변위를 

결정한 결과 다음과 같은 동일한 변위를 얻었다.

u 1= 3.5534, u 2= 4.2184, u 3= 4.1699 (3.24)

 따라서, 정적 축약에 의해 하부  영역들을 조합하여 전체 영역에 대한 

평형 방정식 및 이 때에 요구되는 구속력을 명확히 산정할 수 있음을 알 
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수 있으며, 식(3.11)과 같이 여러 개의 하부 구조 영역으로 구분되었다 할

지라도 전체 구조 영역으로 명확히 결합할 수 있음을 볼 수 있다.

그러나 분할된 각 하부 구조 영역들 중에 강체 거동을 나타낼 경우에 

즉, 자유-자유의 단부 조건을 지닐 경우에는 이 방법에 의할 수 없음을 

알 수 있다. 즉, 강성 행렬이 전계수(full rank)가 아닐 경우는 정적 축약

에 의해 접근할 수 없다. 즉, 하부 구조물로서 강체 거동(rigid body 

behavior)을 보이는 하부 구조물의 강성 행렬은 전계수가 될 수 없으며, 

그 행렬의 역행렬 혹은 유연성 행렬(flexibility matrix)은 얻기 힘들다. 따

라서, 이러한 어려움을 극복하기 위하여 참고문헌 2∼5는 라그란지 승수

를 사용하여 해결하고자 하였으나 수치 해석에 의존해야 하는 한계를 보

였다. 따라서 본 연구에서는 식(3.8)을 수정하여 강체 거동을 설명할 수 

있도록 새로운 형태의 평형방정식을 제시한다.

3. 강체 거동을 포함하는 정적 평형방정식

 

영역 Ω을 분할한 Ω s  영역들 중에 최소 한 개 이상의 하부 구조가 강

체 거동을 나타낼 경우에 전체 영역으로 결합시키는 방법을 제시한다. 여

기서도 Fig. 6과 같이 간단한 영역에 대해 설명하여 이를 확대 적용할 수 

있도록 하였다. Fig. 6(a)의 전체 영역에서의 평형방정식은 다음의 형태로 

나타낼 수 있다.
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(3.25)
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(a)

                  (b) 

Fig. 6 A structural system including subregions

 to show rigid-body behavior

Fig. 6(a)를 (b)와 같이 두 개의 영역으로 구분할 경우에 영역 Ω 2는 강

체 모드를 나타낸다. 각 하부 구조 영역에서의 평형방정식은 다음으로 쓸 

수 있다. 

[ ]K aa K ab
K ba K bb [ ]u au b = [ ]f af b (3.26a)

[ ]K cc K cd
K dc K dd [ ]u cu d = [ ]0f d (3.26b)

 여기서, u b와 u c는 강체 구조물과의 접촉면에서의 변위들을 나타내며, 

적합 조건으로서 u b=u c가 된다. 또한 식(3.26b)의 강성 행렬은 전계수 
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행렬이 아니다. 그러므로 정적 축약법에 의해 변위를 결정할 수 없다. 식

(3.26)에서 변위 벡터 [ ]u a u b u c u d
T에 대한 강성 행렬을 대각 행렬

과 비대각 행렬의 합으로 표현하여 다음으로 쓸 수 있다. 
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    (3.27)

 

 식(3.27)은 경계면에서의 적합 조건을 부여하지 않은 평형방정식으로 적

합 조건의 부여와 더불어 변위는 다른 값을 취하게 된다. 접촉면에서의 

변위가 동일하다는 구속 조건은 식(3.3)을 사용하여 다음과 같은 행렬의 

형태로 표현할 수 있다. 

[ ]0 I - I 0

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳

u a
u b
u c
u d

=0

(3.28)

 여기서 I는 접촉면에서의 미지 변위 벡터의 차원과 동일한 행과 열의 단

위 행렬을 나타내며, 계수 행렬 B는 식(3.28)의 첫 번째 행렬이 된다. 식

(3.27)로부터 적합 조건이 부여되지 않은 상태에서의 변위 벡터는 다음으

로 계산된다.  

   u=K-1M1 ( fM+KM2 u )                   (3.29)

 식(3.29)와 계수 행렬 B를 사용하면 적합 조건에 의해 합병된 전체 구조

물의 평형방정식은 다음이 된다. 
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u=[I-K-1/2M1 (BK
-1/2
M1 )

+
K
-1
M1( fM+KM2 u)] (3.30)

 따라서 적합 조건을 만족하는 실제의 변위 벡터는 다음으로 유도 된다.

K*Mu=F
*
M (3.31)

 여기서, 

        K
*
M= [I-{I-K

-1/2
M1 (BK

-1/2
M1 )

+
B}K

-1
M1KM2]

        F
*
M= [I-K

-1/2
M1 (BK

-1/2
M1 )

+
B]K

- 1
M1fM

식(3.30)에서 경계면에서의 변위 벡터 u b와 u c는 동일하므로 식(3.30)

에서 이들 두 개의 변위 벡터를 별도로 계산할 필요가 없이 한 개만을 필

요로 한다. 그러나 식 중에 일반화된 역행렬의 결정이 요구되므로 이들 

변위의 각각에 대한 식을 결정하는 데 어려움이 있다. 그럼에도 불구하고 

이 방법에 의하면 라그란지 승수와 같은 수치 해석과는 달리 명확히 해를 

(a)

(b)

Fig. 7 A structural system consisted of 2 springs
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얻을 수 있음을 알 수 있다. 향후에 일반화된 역행렬에 대한 많은 연구나 

결과들에 의해 이를 분리하는 방법을 고려하여야 할 것이다. 

위 결과의 타당성을 검증하기 위해서는 Fig. 7(a)에서와 같은 두 개의 

스프링으로 연결된 구조물을 고려하자. 이 구조물의 평형방정식은 다음으

로 쓸 수 있다.

[ ]k 1+k 2 -k 2
-k 2 k 2 [ ]u 1u 2 = [ ]f 1f 2 (3.32)

 두 개의 스프링을 절점 1에서 두 개의 스프링으로 분할하면 Fig. 7(b)와 

같이 표현할 수 있다. 이 때에 두 번째 스프링은 자유-자유의 단부 조건

을 갖는 강체 거동을 나타낸다. 즉, 이 스프링의 유연성을 좀처럼 결정할 

수 없으므로 변위 또한 결정할 수 없게 된다. 그러나 앞선 방법에 의해 

이를 다음과 같이 조합할 수 있다. 

두 개의 스프링 각각의 평형방정식은 다음으로 쓸 수 있다.

k 1u 1a= f 1 (3.33a)

[ ]k 2 -k 2
-k 2 k 2 [ ]u 1bu 2 = [ ]0f 2 (3.33b)

 여기서 두 번째 방정식의 강성 행렬의 계수(rank)는 1이 되므로 정적 축

약과 같은 방법에 의해 변위를 결정할 수 없다. 식(3.27)과 같이 접합면에

서의 변위들에 관하여 식(3.33)을 재구성하면 다음으로 쓸 수 있다.

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

k 1 0 0
0 k 2 0
0 0 k 2

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

u 1a
u 1b
u 2

=
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

f 1
0
f 2

+
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

0 0 0
0 0 k 2
0 k 2 0

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

u 1a
u 1b
u 2

       (3.34)
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u 1a=u 1b의 구속 조건과 식(3.31)을 사용하여 다음의 평형방정식을 얻

을 수 있다.

K
*
u=F

* (3.35)

  여기서, 

   
K*=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

k 1+k 2 0 - k 2
0 k 1+k 2 -k 2
0 - k 1-k 2 k 1+k 2

   F
*= [ ]f 1 f 1

k 1+k 2
k 2

f 2 .

      = ( I- [ ]k 1 0
0 k 2

-0.5

( [ 1  -1] [ ]k 1 0
0 k 2

-0.5

)
+

[1  -1]) u

      
=

1
k 1+k 2 [ ]k 1 k 2

k 1 k 2 [ ]f 1/k 1
u 2

(3.34)

  여기서, u= [ ]k 1 0
0 k 2

- 1

[ ]f 1k 2u 2 = [ ]f 1/k 1
u 2 이다. 식(3.33b)로부터 변위 

u 2=u 1b+ f 2 /k 2을 식(3.34)에 사용하고, u 1a=u 1b을 적용하면 다음과 같

은 새로운 형태의 평형방정식을 얻는다.

[ ]k 1 0
- k 2 k 2 [ ]u 1au 2 = [ ]f 1+ f 2

f 2 (3.35)

 식(3.35)로부터 u 1a와 u 1b의 식은 동일한 형태를 취하고 있음을 볼 수 

있다. 그럼에도 불구하고 식(3.31)의 평형방정식에는 일반화된 역행렬의 

계산이 요구되므로 반복 계산해야 하는 점이 있다. 

Fig. 7과 같은 구조물에 대해 식(3.32)와 식(3.35)와 같은 두 가지 형태
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의 평형방정식을 얻었다. 이 결과가 동일한지를 파악하고자 다음과 같은 

물리적인 값을 사용하여 그 때의 변위를 결정하였다.

k 1=300, k 2=400, f 1=5, f 2=-4 (3.36)

 식(3.36)을 식(3.32)와 식(3.35)에 사용하여 계산한 결과 다음과 같은 동

일한 변위를 얻었다.

u 1= 0.0033, u 2=-0.0067 (3.37)

위의 예에서 보는 바와 같이 강체를 포함한 하부 영역을 포함하여도 그 

해를 명확히 결정할 수 있음을 볼 수 있으나, 일반화된 역행렬의 명확한 

해를 구하는 어려움으로 인하여 접촉면에서의 동일한 변위를 반복해서 결

정하여야 하는 복잡성이 있다. 그러나 일반화된 역행렬이 계산된다면 정

적 축약에 의해 자유도의 수를 줄일 수 있을 것이다. 

4. 적용 예

여러 개의 영역으로 구분하고 이들 각 영역들에 대해 평형방정식을 결

정하고 이들을 결합하는 방법은 대형 구조물이나 여러 개의 합성 구조에 

그 적용성이 크다고 볼 수 있다. 앞에 제시된 방법은 하부 구조 영역이 

강체이거나 아니거나 결합하는 데 별 문제가 없음을 보였으며, 그 효율성

이 크다고 볼 수 있다. 여기서는 여러 개의 스프링으로 연결된 구조체에 

적용하여 제시된 방법의 타당성을 검증한다.

Fig. 8(a)에서와 같이 5개의 스프링이 연속적으로 연결된 구조체의 절점 

변위를 결정하자. 이 그림의 스프링에 대한 평형방정식은 다음과 같이 쓸 

수 있다.
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ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

k 1+k 2 -k 2 0 0 0
- k 2 k 2+k 3 -k 3 0 0
0 - k 3 k 3+k 4 -k 4 0
0 0 - k 4 k 4+k 5 -k 5
0 0 0 - k 5 k 5

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

u 1
u 2
u 3
u 4
u 5

=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

f 1
f 2
f 3
f 4
f 5

(3.38)

  

이 스프링에 의한 구조체를 Fig. 8(b)에서와 같이 4개의 하부 영역으로 

분할하고 이를 결합시키는 방법을 앞선 방법에 의해 나타내었다. 4개의 

하부 영역으로 구분시킬 경우에 3개의 스프링은 강체 거동을 하는 구조체

를 형성하고 있음을 볼 수 있다. 이들 각각의 하부 영역에 대한 평형방정

식은 다음과 같이 유도된다.

k 1u 1= f 1 (3.39a)

[ ]k 2 -k 2
-k 2 k 2 [ ]u 1au 2 = [ ]0f 2 (3.39b)

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

k 3 -k 3 0
- k 3 k 3+k 4 -k 4
0 - k 4 k 4

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

u 2a
u 3
u 4

=
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

0
f 3
f 4

(3.39c)

[ ]k 5 -k 5
-k 5 k 5 [ ]u 4au 5 = [ ]0f 5 (3.39d)

 여기서, 첨자 a는 접촉면의 변위를 나타낸다. 식(3.39)를 변위 벡터 

u= [ ]u 1 u 1a u 2 u 2a u 3 u 4 u 4a u 5
T에 의해 재구성하고 강성 행렬

을 대각 행렬과 그 외의 비대각 행렬에 의한 강성 행렬의 합으로 표현하

면 다음으로 나타낼 수 있다. 

KM1 u= fM+KM2 u (3.40)

 여기서,
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     KM1= diag [ ]k 1 k 2 k 2 k 3 k 3+ k 4 k 4 k 5 k 5 ,

     fM= [ ]f 1 0 f 2 0 f 3 f 4 0 f 5
T ,

     

KM2=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 k 2 0 0 0 0 0
0 k 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 k 3 0 0 0
0 0 0 k 3 0 k 4 0 0
0 0 0 0 k 4 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 k 5
0 0 0 0 0 0 k 5 0

.

각 접촉면에서의 변위는 동일하다는 다음의 세 개의 구속 조건이 발생

한다.

u 1=u 1a , u 2=u 2a , u 4=u 4a                (3.41)

(a)

(b)

Fig. 8 A structure connected by 5 springs
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  식(3.41)은 식(3.3)과 같은 형태로 나타낼 수 있으며, Boolean 행렬 B는 

다음으로 쓸 수 있다.

B=
ꀎ

ꀚ

︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳

1 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -1 0 (3.42)

각 하부 영역에 강성 행렬을 KM1과 KM2의 합으로 이를 식(3.8)에 사용

하면 다음과 같은 새로운 형태의 평형방정식을 얻을 수 있다. 

K*u=F* (3.43)

  여기서, 

 K*= [I-[I-K
-1/2
M1 (BK

-1/2
M1 )

+
B]K

-1
M1KM2]

 F*= [I-K
-1/2
M1 (BK

-1/2
M1 )

+
B]K

-1
M1fM.

식(3.43)을 변위 벡터 u에 관하여 풀면 전체 구조물의 자유도에 해당하

는 변위를 결정할 수 있다. 식(3.38)과 (3.43)의 계산 결과가 동일한지를 

결정하기 위하여 스프링에 대해 다음과 같은 물리적인 값을 사용하였다.

k 1= 300, k 2= 400, k 3= 100, k 4= 600, k 5= 400

f 1=4, f 2=3, f 3=-7, f 4=9, f 5=10

위의 값을 사용한 식(3.38)과 (3.43)은 동일한 변위를 나타내었다.

[ ]u 1 u 1a u 2 u 2a u 3 u 4 u 4a u 5
T
=

[ ]0.063 0.063 0.101 0.101 0.221 0.253 0.253 0.278
T  (3.44)
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위의 예제들에서 보는 바와 하부 구조 영역이 자유-자유의 단부를 가진 

구조체를 합성하여 전체 구조물의 변위 및 이 때 필요한 내부 힘을 명확

히 결정할 수 있었다. 그러나 일반화된 역행렬을 필요로 하므로 자유도의 

수를 줄이지 못하였으나, 역행렬의 계산 결과로부터는 자유도의 수를 줄

일 수 있을 것이다. 그 정확성과 용이함은 해석 결과의 비교로부터 입증

되었다.
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Ⅳ. 결  론 

구조물을 여러 개의 하부 구조물들(substructures)로 분할하고 이들 각 

하부 구조물에 대해 이산계(discrete system)의 평형방정식을 결정하고 이

들을 조합할 경우의 적합 조건을 사용하여 전체 구조물의 평형방정식을 

결정하였다. 이 방법으로는 정적 축약법, 라그란지 승수법, 그리고 참고문

헌 6의 방법을 들 수 있다. 그러나 이들 각각의 방법은 자유-자유의 단부 

조건을 갖는 강체 거동을 나타낼 경우에 접근하기가 쉽지 않다. 

따라서, 본 연구에서는 참고문헌 6에서 제시한 방법을 수정하여 탄성의 

평형방정식을 유도하였다. 유도된 방정식은 매우 간단하고 명확하며 변위

를 결정하는 데 어려움이 없는 것으로 평가되었다.

또한 제시된 방법의 타당성을 검증하기 위하여 몇 개의 예를 들어 수치 

해를 비교한 결과 동일한 결과를 얻었다. 제시된 방법은 전체 자유도의 

수를 줄이지 못하는 어려움이 있으나, 일반화된 역행렬이 계산되면 정적 

축약에 의해 자유도의 수를 줄일 수 있다. 

향후에 일반화된 역행렬의 특성에 대해 더 많은 연구를 통하여 보다 용

이한 접근법으로 개선할 필요가 있다.
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