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Summary 

Although Nature basically satisfies the static equilibrium, to give a 

discrete system geometrical constraints leads to some additional 

forces to sustain the static equilibrium.  This paper presents an 

explicit static equilibrium equation of elastic structures to satisfy 

compatibility conditions.  Extremizing the difference of total potential 

energy, which is a quadratic function of the deformation difference of 

unconstrained and constrained systems, and utilizing the fundamental 

linear algebra, this study exactly determines the static equilibrium 

equation including a term to calculate the constraint forces.  And it 

is observed that Nature takes the constraint forces as the minimum 

values of all forces to satisfy the given geometrical conditions.  

Through the application of several structures with constraints and its 

extension to continuous systems, it is shown that the proposed 

equation is valid. 



- iii -

Figure Contents

  Fig.  1. Graphical meaning of constraint force---------------------- 22

  Fig.  2. Bi-sected elastic body----------------------------------- 25

  Fig.  3. Internal forces and displacement of bi-sected elastic body ----  26

  Fig.  4. A three dof system  -----------------------------------  27

  Fig.  5. A elastic system contacted at the mid-point of two simply 

          supported beams and cantilever beam ---------------------  31

  Fig.  6. A simply supported beam constrained at a mid-point  -------  34

 



- 1 -

Ⅰ. 서 론

1. 연구 배경

자연의 원리를 이용한 모든 구조물이나 장치들은 힘의 평형을 기본적으

로 만족하여야 한다. 힘의 불균형은 곧 구조물이나 기타 장치들의 붕괴를 

초래하게 된다. 그러나 구조물들의 구조 해석은 힘의 평형 조건만으로는 

반력을 포함한 부재력, 변위들을 결정하는데 한계가 있다. 즉, 기하학적인 

변위 조건들과 힘의 평형 조건에 의해 이들을 산정할 수 있다. 이때에 기

하학적인 조건을 충족하는 힘을 산정하고, 이 추가된 힘을 포함하는 힘의 

평형방정식에 의해 부재력이나 변위들이 결정된다. 

매트릭스 부정정 구조 해석에서는 먼저, 지점에 변위가 발생하지 않는

다는 조건을 강성 행렬에 부여하고 이들 제약 조건에 해당하는 자유도 수

를 소거하여 평형방정식을 결정하게 된다. 다음으로 조건을 충족시키는 

지점의 반력을 계산하게 되며, 이 힘은 지점의 변위 조건을 만족하기 위

한 최소의 힘이 된다. 따라서, 매트릭스 구조해석은 두 단계로 해석이 이

루어지며, 구속력은 연산에 의해 결정된다. 특히 구조체나 탄성체가 복잡

해질수록 두 단계에 의한 연산 과정이 점점 복잡하게 될 것이다. 즉, 여러

면으로 분할된 탄성체의 경우에 여러 접합면들에서의 적합 조건을 사용하

므로 그 연산은 단순하지 않을 것이다.

힘의 평형방정식 외에 적합 조건과 같은 기하학적인 조건들의 부여는 

미지의 변수(부재력과 변위) 보다 식이 많으므로 조건식들을 만족하는 값

들은 무한하게 존재한다. 이들 무한한 경우들 중에 평형을 만족하는 실제 

값을 결정할 필요가 있다. 이 실제 값은 자연 상태에서의 평형을 유지하

기 위해 필요한 힘으로 적절히 산정되지 않을 경우에 평형이 유지되지 않

거나 비경제적으로 과대한 설계로 이어질 수 있다. 
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그리하여 적절한 힘을 산정하고, 보다 광범위한 구조물에 간략히 구조 

해석을 할 필요가 있다. 구속 조건이 주어질 경우에 Udwadia와 Kalaba는 

Gauss 원리를 이용하여 구속된 시스템에 대한 최적의 운동을 묘사하는 

방법을 유도하였다. 이때에 Gauss함수를 최소화하여 구속 조건을 만족하

는 가속도를 결정하였다. 이 방법은 비록 구조물의 동적인 특성을 파악하

고 있으나, 유사하게 정적 해석에 대해 그 개념을 확대시킬 수가 있다. 

Chan과 Cai는 주기적으로 연속되는 구조체에 대해 탄성해석을 실시하

는 방법을 제시하였다. 이 방법은 반복되는 구조체의 거동을 한 주기에 

해당하는 구조체에 대해 해석을 실시하여 적합 조건을 부여하여 해석하는 

과정을 취한다. 이 해석에서는 U 변환에 의해 좌표 변환을 실시하였으며, 

주기적인 구조체나 탄성체에 광범위하게 적용할 수 있음을 보였다. 

본 연구의 목적은 정적 구조체에 부여된 기하학적인 조건을 만족하는 

구속력 및 힘의 평형방정식을 결정하는 것이다. 여기서, 기하학적인 조건

이란 지점의 구속된 변위나 구조체 상호간의 변위 관계 등과 같은 선형 

조건을 포함하며, 비선형 관계나 부등식의 관계는 배제한다. 구속 조건식

의 부여로 인한 퍼텐셜 에너지의 변화량을 최소화하여 구속력 및 새로운 

형태의 힘의 평형방정식을 유도한다. 또한, 간단한 부정정 구조물들과 탄

성체에 적용하고, 그리고 연속계로 확대 적용하여 제시된 방법의 용이함

과 타당성을 검증하여 복잡한 구조체에 적용 가능성을 입증한다. 

2. 연구 목적

주어진 시스템에서 정적인 변형을 구속할 경우에 이러한 조건들을 만족

하기 위해 구속력을 요한다. 이러한 조건을 지닌 예로서 여러 개의 하부

들로 이루어진 전체 구조물에서 각 하부 구조물들에 대한 지배방정식을 

결정하고 이를 조합하는 방법을 취한다. 이 때에 각 하부 구조물이 접하

는 부분에서의 절점 변위는 동일하고 접촉면에서 내부 힘의 합은 0이라는 

조건을 만족하여야 한다. 혹은 지반과 건축물로 이루어진 전체 시스템에

서 지반과 건축물 각각에 대한 힘의 평형 방정식을 결정하고 이를 조합하
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는 경우들이 이 해석 범주에 속한다. 

구속 조건이 주어질 경우에 그 구조물들 간에 구속 조건을 만족하는 명

확한 구속력이 작용되어야 시스템은 정적 안정을 얻을 수 있다. 만약 부

정확하게 산정된 힘을 인위적으로 가할 경우에 그 구조물은 붕괴되거나 

과다 설계될 것이다. 또한 기존의 연구들은 대부분이 Lagrange 승수법에 

의해 수치적으로 접근하는 방법을 취하고 있다. 따라서 본 연구에서는 이

러한 수치해석법이 아닌 목적함수를 최소로 하여 직접적으로 지배방정식

을 유도하였다. 

특히 가중 행렬은 적용 예를 통하여 강성 행렬임을 보였으며, 그 적용 

범위는 매우 광범위할 것으로 판단된다. 제시된 방법을 적용하고자 이산

계 및 연속계에도 확대 적용하여 그 방법의 적용성 및 타당성을 검증하였

으며, 이 연구의 결과가 강성 모드의 시스템에도 확대 적용할 수 있을 것

이다.  

3. 연구 방법

정적 평형 상태를 결정하는 방법에는 여러 방법이 있으며, 본 연구에서

는 동적 접근법을 사용하였다. 특히 구속 조건이 주어질 경우에 그 에너

지의 변화는 새로운 형태의 운동방정식으로 표현되므로 정적 평형 상태를 

나타내는 지배 방정식에 영향을 미친다. 따라서 구속된 시스템의 운동방

정식을 표현하는 방정식을 유도하고 이로부터 MATLAB을 사용하여 그 

조건을 만족하는 해를 결정하여 이를 정적 평형 상태로 본다. 또한 제안

한 방법의 타당성 및 용이함을 여러 예를 통하여 입증한다.
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Ⅱ. 구속 조건을 고려한 Lagrange 운동 방정식

1. 일반화좌표

공간에서 한 입자의 위치는 지름 벡터 r로 표현된다. r의 성분은 어떤 

좌표계를 택하든지 3개이다. 곧 3개의 좌표(또는 파라미터)가 필요하다. 

따라서 n개의 입자로 된 일반적인 역학 시스템의 경우에는 3n개의 좌표

가 필요하다. 어떤 역학시스템의 위치(또는 배위, configuration)를 온전히 

결정하는데 필요한 서로 독립인 파라미터의 수를 그 시스템의 자유도

(degree of freedom)라 부른다. n개의 입자로 된 시스템의 자유도 s는 3n

이다. 만일 구속조건이 있으면 3n개의 좌표(또는 파라미터) 모두 서로 독

립이라 할 수 없다. 구속조건이 m개이면 (3n-m)개의 파라미터만이 서로 

독립이다. 따라서 자유도는 s=3n-m이다.

 자유도가 s일 때 s개의 좌표는 직각좌표의 경우와 같이 반드시 길이의 

차원을 갖는 파라미터일 필요는 없다. 어떤 s개의 파라미터이든지 역학시

스템의 상태를 온전히 기술할 수 있으면 된다. 그 s개의 파라미터가 어떤 

것들은 에너지의 차원, 또는(길이)
2
의 차원, 또 다른 것들은 무차원이라도 

좋다. 역학시스템의 배위를 온전히 기술할 수 있는 s개의 파라미터의 집

합 {q1, q2, …, qs} 또는 {qj ; j=1, 2, …, s}를 일반화좌표(generalized 

coordinates)라 부른다. 이들 일반화좌표의 시간에 대한 도함수 qj(j=1, 2, 

…, s)를 일반화속도(generalized velocity)라 한다. 이 s차원의 공간에서 

어떤 역학시스템의 배위상태는 한 점으로 표현되고, 그 시스템의 시간에 

따른 변화과정 또는 운동은 곡선으로 나타난다. 이 s차원의 공간을 배위

공간(configuration space)이라 한다.

직각좌표 xa,i 와 일반화좌표 qj 사이의 변화식은
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x i= x a, i ( q 1 , q 2 ,…, q s ;t)≡ x a, i ( q j ;t)

(2.1)(a=1,2,3,…,n;j=1,2,3…s;i=1,2,3)

로 표현할 수 있다. 여기서 첨자 α는 입자를 나타내고, i는 직각좌표의 x, 

y, z성분 곧 i=1, 2, 3 을, j는 일반화좌표를 나타내기로 한다. 속도의 직각

좌표성분과 일반화속도 사이에는

(2.2a)x a, i=∑
j

∂ x a, i
∂ q j

q j+
∂ x a, i
∂t

(2.2b)x a, i= x a, i,( q j, q j;t)

의 관계가 있다. 또 이들의 역변환식은

q j= q j ( x a, i ;t) (2.3)

q j= q j ( x a, i, x a, i;t)                    (2.4)

와 같이 표현된다. 여기서 m개의 구속조건식

g k= g k ( x a, i ;t);=1,2,…,m (2.5)

가 첨가되기도 한다.

Lagrange함수는 스칼라함수이므로 식(2.1)과 같은 좌표변환에 대하여 

불변이다. 곧 일반화좌표로 표현할 때도 역시 L=T-U의 꼴이 될 것이다. 

위치에너지 U는 좌표변화 식(2.1)에 의하여

U( x a, i=U( q j,t) (2.6)

가 된다. 운동에너지의 경우에는 조금 복잡하여 식(2.2a)에 의하여
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x 2 a, i=(∑
j

∂ x a, i
q j

q j+
∂ x a, i
∂t

)

 = (∑j
∂ x a, i
q j

q j+
∂ x a, i
∂t

)(∑
k

∂ x a, i
q k

q k+
∂ x a, i
∂t

)

(2.7)

=∑
j, k

∂ x a, i
∂ q j

∂ x a, i
∂ q k

q j q k+2∑
j

∂ x a, i
∂ q j

∂ x a, i
∂ q k

q j+(
∂ x a, i
∂t

)
2

(2.7)

이므로 운동에너지 T=∑a, i
m a x 2/2는

T=
1
2Σj,k mjk ̇qj qk̇+ Σ

j

mjqj̇ +m0 (2.8a)

T=T( q j, q j ;t) (2.8b)

의 형태로 변환된다. 여기서

m jk≡∑
a, j

∂ x a, i
∂ q j

∂ x a, i
∂ q k (2.9a)

m j≡∑
a, i
m a

∂ x a, i
∂ q j

∂ x a, i
∂t

, (2.9b)

m 0≡
1
2 ∑a, t

m a (
∂ x a, i
∂t

)

2

(2.9c)

이다. 이들은 qj(j=1, 2, …, s)와 t의 함수이다.

만일 좌표변환이 시간에 무관하면, 곧 변화 식(2․1)에 시간 t에 관한 

함수가 아니면

U( x a, i )=U( q j ) (2.10)
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T( x a, i)=
1
2 ∑j, k

m jk q j q k=T( q j, q j ) (2.11)

와 같이 변환된다. mj=m0=0이며 mjk는 qj(j=1, 2, …, s)만의 함수이기 때

문이다. 이 경우 식(2.11)에서

∑
j

∂T

∂ q j
q j=2T (2.12)

의 관계식을 얻는다. 이는 운동에너지 T가   ̇qj의 2차 동차식이기 때문이

다.

Lagrange함수는 식(2.6) 및 식 (2.8)에 의하여

L=T( x a, i)-U( x a, i )=T( q j, q j ;t)-U( q j ;t) (2.13a)

L=L( q 1 , q 2 ,…, q 1 , q 2 ,…;t)≡L( q j, q j ;t) (2.13b)

와 같이 일반화좌표로 쓸 수 있다. 따라서 Hamilton의 원리는

δ⌠⌡

t 2

t 1
L( q j, q j ;t)dt=0 (2.14)

으로 표현된다. 곧 한 역학시스템이 배위공간의 한 점에서 다른 점으로 

시간 t1, t2 사이에 이동하는 실제 경로는 그 시스템의 Lagrange 함수의 

시간적분이 극치(또는 극소치)를 갖는 곡선이다. 따라서 일반화 좌료로 표

현된 Lagrange운동방정식은  아래와 같음을 알 수 있다.

∂L
∂ q j

-
d
dt
(
∂L

∂ q j
)=0;  j=1,2,…,s

(2.15)
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이 s=3n 개의 방정식과 m개의 구속조건식 및 초기조건에 의하여 역학시

스템의 운동은 온전히 기술된다. 이는 단지 다음 조건을 만족하는 경우에 

한한다.

   (1) 구속력을 제외한 역학시스템에 작용하는 힘들은 모두 위치에너

지로부터 구할 수 있어야 하며,

   (2) 구속조건식은 좌표들 사이만의 관계를 나타내는 식이어야 한다.

 이런 구속조건이 있는 시스템을 홀로노믹 시스템(holonomic system)이

라 한다. 그렇지 않은 경우 비홀로노믹 시스템(nonholonomic system)이라 

한다. 구속조건식이 시간을 포함하기도하고, 포함하지 않는 경우도 있다. 

전자의 경우를 레오믹 시스템(rheonemic system), 후자의 경우를 스클레

로노믹 시스템(scleronomic system)이라 부르기도 한다. 홀로노믹 시스템

에서 Lagrange 방정식은 Hamilton원리의 필요충분조건이 된다.

조건 (1)의 경우는 보존력 시스템에서 만족된다. 만일 위치에너지로부터 

유도되지 않는 힘, 곧 비보존력 Q'j이 있는 경우 Lagrange방정식은

d
dt
(
∂L

∂ q j
)-

∂L
∂ q j

= Q' j (2.16)

와 같은 꼴을 한다. 이 식은 마찰력과 같은 비보존력이 있는 경우에 유용

하다. 조건 (2.2)의 경우에 구속조건은 식(2.5)과 같은 꼴을 한다. 따라서 

독립이 아닌 변수들을 소거할 수 있어서 식 (2.15)와 같은 Lagrange방정

식을 세워서 문제를 해결할 수 있다. 그러나 구속조건이 홀로노믹 시스템

이 아닐 경우에는 식 (2.15)를 이용할 수 없다.

2. Lagrange 승수법에 의한 Lagrange방정식

구속조건식이 좌표뿐 아니라 속도를 포함하는 경우가 있다. 곧
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g k ( x a, i, x a, i;t)=0 , gk (qji, q̇ j;t ) = 0 (2.17)

이 경우 완전미분꼴로 바꿀 수 있어서적분가능이면 식 (2.5)와 같이 좌

표들만의 관계식을 구할 수 있다. 가령 구속조건이

∑
j
a kj d q j+ a kdt=0 또는 ∑

j
a kj q j+ a k=0 (2.18)

으로 표현된 경우, 만일 어떤 함수 gk(qj ; t)에 대하여

a kj=
∂ g k
∂ q j

, a k=
∂ g k
∂t (2.19)

로 주어질 수 있다면 구속조건식은

0=∑
j

∂ g k
∂ q j

d q j+
∂ g k
∂t

dt= d g k (2.20)

가 되어 홀로노믹  구속조건

g k ( q j ;t)=(일정) (2.21)

의 꼴로 된다. 식 (2.19)와 같은 경우 구속조건이 미분형이더라도 홀로노

믹 시스템임을 알 수 있다.

구속조건이 식 (2.21)로 주어질 때 승수법에 의한 Lagrange 운동방정식

∂L
∂ q j

-
d
dt

∂L

∂ q j
+ ∑

m

k=1
λ k (t) a kj=0 ; a kj≡

∂ g k
∂ q j (2.22)

을 얻을 수 있다. 홀로노믹인 구속조건에 대하여 생각하였으나 비홀로노
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믹인 경우일지라도 구속조건이 식 (2.18) 또는

∑
j
a kjδ q j=0 (2.23)

로 표현될 수 있으면 식 (2,22)와 구속조건식 (2.23)을 연립하여 해를 구할 

수 있다.

 식 (2.16)과 (2.22)를 비교하면 ∑k λ k a kj는 어떤 힘에 대응함을 짐작할 

수 있다. 이는 구속조건 대신에 외부에서 힘을 가해 주어서 구속조건이 

있을 때와 똑같은 운동효과를 가져오는 일반적인 구속력이다.

3. 일반화된 힘과 Lagrange 방정식

n개 입자로 된 어떤 입자시스템에 힘 F a= m a r a (a=1,2,…,n)가 

작용하여 δ r a (a=1,2,…,n)의 변위가 생겼다고 가상하면 이들 힘이 시스템

에 한 미소한 일 δW는

δW=∑
a
F a․δ r a (2.24)

이다. 식 (2.24)를 일반화좌표 q j (j=1,2,…,3n)로 나타내면

δ x a, i=∑
j

∂ x a, i
∂ q j

δ q j 또는 δ r a=∑
j

∂ r a
∂ q j

δ q j (2.25)

이므로

δW=∑
a, j
F a․

∂ r a
∂ q j

δ q j=∑
j
Q jδ q j (2.26)

라 두었다. 일은 (힘)×(변위)로 주어지므로, δ q j를 변위라고 보면 Q j는 
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힘에 대응한다. 따라서 Q j를 일반화된 힘이라 한다.

이 입자시스템의 운동에너지를 T=∑a m a r
2
/2라 하면

∂T
∂ q j

=
∂
∂ q j

(∑
a

1
2
m a r

2) =∑
a
m a r a․

∂ r a
∂ q j

, (2.27)

∂T

∂ q j
=

∂

∂ q j
(∑
a

1
2
m a r

2
a)=∑

a
m a r a․

∂ r a

∂ q j
, (2.28)

r a= r a ( q j ;t )이므로

r a=∑
j

∂ r a
∂ q j

q j+
∂ r a
∂t

 또는 ∂ r a
∂ r j

=
∂ r a
∂ q j (2.29)

이다. 따라서

∂T

∂ q j
=∑

a
m a r a․

∂ r a
∂ q j (2.30)

가 되고

 d
dt
(
∂T

∂ q j
)=

d
dt
(∑
a
m a r a․

∂ r a
∂ q j

)

=∑
a
m a r a․

∂ r a
∂ q j

+∑
a
m a r a․

∂ r a
∂ q j (2.31)

가 된다. 윗 식은 그 끝항이 δT/δ q j이며 m a r a= F a임을 고려하면

d
dt
(
∂T

∂ q j
)-

∂T
∂ q j

=∑
a
F a․

∂ r a
∂ q j (2.32)
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가 된다. 한편 우변은 바로 일반화된 힘 Q j이므로

d
dt
(
∂T

∂ q j
)-

∂T
∂ q j

= Q j ;j=1,2,…,3n (2.33)

를 얻는다. 만일 F a가 보존력이면

F a=- ∇ aU 또는 F a, i=-
∂U
∂ x a, i (2.34)

이므로 일반화된 힘 Q j는

Q j=∑
a
F a․

∂ r a
∂ q j

= ∑
n

a=1
∑
3

i=1
(-

∂U

∂ x a, i
∂ x a, i
∂ q j

=-
∂U
∂ q j

   (2.35)

가 된다. L=T-U라 두면 식 (11)은 Lagrange운동방정식 (2.15)가 됨을 

알 수 있다. 따라서 식(2.33)은 일반화힘으로 표현된 Lagrange운동방정식

이다. 만일 힘 Q j에 비보존력 Q' j이 존재한다면

Q j=-
∂U
∂ q j

+ Q' j (2.36)

과 같이 되어 식 (2.33)은 식 (2.16)과 같이 된다.

4. 구속조건과 Lagrange의 승수

 f가 여러 개의 변수의 함수인 경우 적분 I가 어떤 구속조건하에서 극

치가 될 조건 또는 경로 y i (x)를 구하는 경우가 많이 있다. 이 경우 구속

조건에 의하여 변수의 수를 줄이고, 따라서 방정식의 수를 줄여서 문제를 
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풀 수 있다. 그러나 그렇게 하는 것이 오히려 번거롭고 복잡하여 불편할 

때가 많다. 그래서 보통 Lagrange의 미완승수(Lagrange's undetermined 

multiplier)의 방법을 많이 사용한다. 

함수 f가 두 개의 종속변수 y 1 (x), y 2 (x)  및 한 개의 독립변수 x의 함수

인 경우를 고려하자. 곧

f= f[ y 1 (x), y 2 (x), y 1, x (x), y 2, x (x),;x] (2.37)

로 나타내어진다고 하자. 적분 I의 변분 δI= (∂I/∂α) α = 0δα는

δI= ⌠
⌡

x 2

x 1
dx δf[ y 1 , y 2 , y 1 , x, y 2 x ;x]

= ⌠
⌡

x 2

x 1
[
∂f
∂ y 1

δ y 1+
∂f
∂ y 2

δ y 2+
∂f

∂ y 1, x
δ y 1, x+

∂f
∂ y 2, x

δ y 2, x ]dx

(2.38)

δI=⌠⌡

x 2

x 1
dx[

∂f
∂ y 1

-
d
dx
(

∂f
∂ y 1, x

)]δ y 1+[
∂f
δ y 2

-
d
dx
(

∂f
∂ y 2 , x

)]δ y 2

(2.39)

여기서 δ y 1,δ y 2는 서로 독립이 아니므로 다음의 관계로 나타낼 수 있다.

δg=
∂g
∂ y 1

y 1+
∂g
∂ y 2

y 2=0 (2.40)

의 관계가 있다. 이식에서 δ y 2는

δ y 1=-[
∂g
∂ y 1

/
∂g
∂ y 1

]δ y 1 (2.41)
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로 주어진다. 이를 식 (2.39)에 대입하면

δI=

⌠
⌡

x 2

x 1
dx{ [

∂f
∂ y 1

-
d
dx
(
∂f
∂ y 1, x

)]-[
∂f
δ y 2

-
d
dx
(

∂f
∂ y 2 , x

)( ∂g∂y 1 /
∂g
∂y 2 )]}∂y1

(2.42)

과 같이 된다. 여기서 δ y 1은 임의의 미소변위이다. 따라서 I가 극치를 가

질 조건 (∂I/∂α) α = 0δα= αI=0에 의하여 다음 식을 얻는다.

[
∂f
∂ y 1

-
d
dx
(

∂f
∂ y 1, x

)]/
∂f
∂ y 1

= [
∂f
∂ y 2

-
d
dx
(

∂f
∂ y 2, x

)]/
∂f
∂ y 2

(2.43)

이 식의 왼편은 f와 g의 y 1  및 y 1, x에 대한 도함수만을 포함하는데 반

하여 오른편은 y 2  및 y 2, x에 대한 도함수만을 포함하고 있다. 한편 

y i (i=1,2)는 x의 함수이므로 식 (2.43)의 양변은 x의 어떤 함수와 같게 

놓을 수 있다. 곧 -λ(x)라 놓으면

∂f
∂ y 1

-
d
dx
(
∂f

∂ y 1, x
)+λ(x)

∂g
∂ y 1

=0
(2.44a)

∂f
∂ y 2

-
d
dx
(
∂f

∂ y 2, x
)+λ(x)

∂g
∂ y 2

=0
(2.44b)

을 얻는다. 이들은 구속조건 g가 있을 때 f[ y 1 , y 2 , y 1 , x, y 2 x ;x]의 

Euler 방정식이다. 이 두 식에는 원하는 미지의 함수 y 1 (x), y 2 (x)  외

에 λ(x)가 하나 더 있으므로 식 (2.44a)만으로는 불충분하다. 그래서 문제

의 완전한 해를 얻기 위해서는 식 (2.44a)뿐 아니라 구속조건을 함께 고려

하여야 한다.
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λ(x)는 결정되지 않은 상수이다. 그래서 이를 보통 Lagrange의 승수라 

부른다. 이 Lagrange의 승수 λ는 식 중에 상수로 나타나지만 구속조건식

에 의하여 소거될 수 있다. 그러나 해를 구하는 과정 중에서 그 미정승수

가 정하여지고 그 물리적인 의미가 밝혀진다. 곧 λ
∂g
∂ y i

(i=1,2)는 구속

력을 나타냄을 알 수 있게 된다.

식 (2.44a)는

F [ y 1 , y 2 , y 1, x, y 2, x x]= f[ y 1 , y 2 , y 1, x, y 2, x ;x]+λ(x)g[ y 1 , y 2 ;x]

(2.45)

인 함수 F[ y i, y i, x ;x]의 Euler방정식

∂F
∂ y i

-
d
dx
(
∂F
∂ y i, x

)=0 ; i=1,2 (2.46)

과 같음을 알 수 있다. 이는 곧

δ⌠⌡

x 2

x 1
F[ y 1 , y 2 , y 1, x, y 2, x ;x]dx=0 (2.47)

임을 뜻한다. 이상의 논의를 일반적인 경우로 확장할 수 있다. 곧 구속조

건이

g k [ y 1 , y 2 ,… y m ;x]=0 ; k= 1,2,…,m (2.48)

인 경우 I가 극대화를 가질 조건식 곧 Euler 방정식은

∂f
∂ y i

-
d
dx
(
∂f
∂ y i, x

)+ ∑
m

k=1
λ k (x)

∂ g k
∂ y i

=0 ; i=1, 2,…M    (2.49)
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가 된다. 따라서 y i (x)  및 λ k (x)는 식 (2.48) 및 (2.49)를 연립하여 풀면 

얻어진다.
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Ⅲ. 구속 조건을 만족하는 정적 평형방정식

1. 평형 방정식의 유도

모든 구조체는 기본적으로 힘의 평형 조건을 만족하여야 한다. 힘의 평

형 조건은 퍼텐셜 에너지의 변분을 최소로 하는 정적인 평형 상태를 일컫

는다. 이런 개념을 기본으로 기하학적인 조건들의 부여에 의한 정적 평형 

즉, 힘의 평형방정식을 유도할 수 있다. 부정정 구조물들의 구조 해석은 

평형방정식 외에 기하학적인 조건들을 이용하여 해석이 행해진다. 이때에 

기하학적인 조건을 만족하기 위하여 추가적인 힘을 포함하는 새로운 형태

의 평형방정식이 된다. 다음에서는 구속 조건이 주어질 경우에 평형방정

식을 유도하며, 이때 발휘되는 구속력을 정의하는 식을 결정한다.

n 자유도의 탄성 구조체의 퍼텐셜 에너지는 일반적으로 다음과 같이 정

의된다. 

π=
1
2
u
T
Ku- u

T
F (3.1)

여기서, u와 F는 각각 n×1  변위 및 하중 벡터를 나타내며, K는 n×n  

대칭의 강성 행렬을 나타낸다. 이 구조물의 일부의 절점에 변위를 구속시

키거나 변위의 상대적인 관계를 구속시킬 경우에 이들은 다음과 같이 표

현되며, 식(3.1)의 퍼텐셜 에너지는 새로운 형태를 취하게 된다.  

φ i( u )= c i,  i= 1,2,...,m,   n >m  (3.2)

이 조건은 변위에 대한 선형 관계에 국한되며, c i는 상수이다. 구조체에 

식(3.2)와 같은 조건들을 부여한다면 역학적인 특성 변화에 영향을 미치며 
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정적 평형 상태에 변화가 나타난다. 즉, 식(3.1)의 퍼텐셜 에너지는 이러한 

영향을 포함하여 다음과 같이 수정된다. 

π=
1
2
u
T
Ku- u

T
(F+F

c
) (3.3)

여기서, Fc는 식(3.2)의 조건을 만족하기 위해 구조체에 작용하는 추가적

인 구속력 벡터를 나타낸다. 

식(3.2)의 조건으로 인하여 식(3.1)로부터 식(3.3)의 퍼텐셜 에너지에 변

화가 발생하게 된다. 이 퍼텐셜 에너지의 차이를 변위 벡터의 차이에 의

한 이차형과 가중치 행렬로서 강성 행렬을 사용하면 다음과 같은 함수로 

표현할 수 있다.

Δπ=
1
2
(u- u )

T
K(u-u ) (3.4)

여기서, 변위 벡터 u는 단부들의 조건이 자유인 강체(rigid body)를 배제

한 정정 구조물에 식(3.2)와 같은 조건이 부여되지 않은 상태에서의 변위 

벡터를 나타내며, u는 그 조건들이 부여되었을 경우에 구조체의 실제 변

위 벡터를 나타낸다. 

식(3.4)와 같이 주어진 퍼텐셜 에너지의 변화량을 최소화함으로서 실제

의 변위를 얻을 수 있다. 여기서, 최소화란 식(3.2)와 같은 조건의 부여에

도 불구하고 자연의 상태에서 평형을 유지시키기 위한 조건으로 해석될 

수 있다. 식(3.4)의 최소화는다음의 수학적인 기호로 표현할 수 있다.

Δπ= | |K 1/2(u- u)|| 22=0 (3.5)

여기서, | |․|| 22는 (․)의 제곱 합의 최소를 의미하며, 식(3.5)의 최소화는 

u=u에 해당될 수 있으나 공학적인 의미가 없으므로, 공학적인 의미가 
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있는 새로운 해를 구할 필요가 있다. 

식(3.2)의 조건을 만족하는 해는 실제의 해이나, 식의 수가 미지수 보다 

작으므로, 명확한 해를 얻기 힘들다. 그러므로 식(3.5)를 적용하여 다음과 

같이 해를 산정한다. 식(3.2)의 조건은 다음과 같이 행렬의 형태로 나타낼 

수 있다. 

Au= b (3.6)

여기서, 행렬 A는 m×n의 계수 행렬을 나타내며 계수(rank)는 m이 되며, 

b는 m×1  벡터이다. 행렬 A는 정방행렬이 아니므로 변위 벡터 u를 명확

히 산정하는 것은 매우 힘들다.  

식(3.5)에 F=Ku와 식(3.6)의 조건을 사용함으로 이들을 연관시킬 수 

있다. 식(3.6)을 식(3.5)에 사용하기 위하여 다음과 같이 강성 행렬을 사용

하여 변환한다.

(AK
-1/2
)K

1/2
u= b (3.7)

여기서, K는 양의 정치성 행렬(positive definite matrix)로, 행렬 

(AK-1/2)는 m×n  행렬이 되며 식(3.7)의 일반해1)는 선형대수학으로부터 

일반화된 역행렬을 사용하면 다음과 같은 해로 정의된다. 

K
1/2
u= (AK

1/2
)
+
b+[I-(AK-1/2)+(AK-1/2 )]y

(3.8)

여기서, ‘+’는 일반화된 역행렬을 나타내며, y는 임의의 벡터이므로 식

1) A , x, b가 각각 m×n,  n×1,  m×1행렬일 경우에 Ax=b의 x에 관한 일반해는 다음
과 같이 정의된다.

  x=A+b+(I-A+A)r

   여기서, r은 임의의 벡터이다.



- 20 -

(3.8)에서 변위들은 무한함을 볼 수 있다. 이들 무한해 중에서 힘의 평형 

조건을 만족하는 실제의 해를 구하여야 한다. 이를 위해 식(3.8)을 식(3.5)

에 사용하면 다음과 같이 쓸 수 있다.

K1/2u- (AK1/2)+b-[I-(AK-1/2)+(AK-1/2 )]y= 0 (3.9)

식(3.9)에서 Q=[I-(AK-1/2)+(AK-1/2)]라 하고, 행렬 Q의 계수(rank)는 최

대 m (n>m)이므로 일반화된 역행렬의 풀이법을 사용하여야 한다. y에 

관한 일반해를 또 다시 구하면 다음과 같이 유도된다.

y=Q
+[K 1/2u- ( AK-1/2)+b]+[I-Q+Q]z (3.10)

여기서, z는 임의의 벡터이며, 일반화된 역행렬의 기본 성질인 

(AK-1/2)+(AK-1/2)(AK-1/2)+=(AK-1/2)+을 사용하면 Q+Q=Q가 되며, 간

단한 연산 과정을 통하여 식(10)은 다음과 같이 유도된다.

y=[K1/2- (AK-1/2)
+
A] u+[I-Q]z (3.11)

식(3.11)을 식(3.8)에 대입하고 일반화된 역행렬의 기본 성질을 사용하면 

다음의 평형방정식을 얻는다.

      K1/2u=K1/2 u+ ( AK-1/2)+(b-A u)      (3.12a)

혹은

u= u+K
-1/2
(AK

-1/2
)
+
(b-A u)      (3.12b) 

위에서 보는 바와 같이 구속 조건에 의한 변위 성분들의 소거 없이 각 변

위 및 부재력이 계산된다. 

식(3.12)에 유도된 변위 벡터 u는 식(3.2)의 조건을 만족하며, 퍼텐셜 에
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너지의 변화량에 관한 이차 함수를 최소로 하는 변위 벡터가 된다. 힘의 

평형방정식은 식(3.12)의 양변에 강성 행렬 K를 곱하여 다음과 같이 얻을 

수 있다.

Ku=K u+K1/2 (AK-1/2 )+(b-A u)     (3.13)

여기서, 우변의 두 번째 항은 조건 (3.2)를 만족하기 위해 필요한 구속력 

Fc에 해당한다. 식(3.3)의 퍼텐셜 에너지에 대해 변위에 관한 변분을 취

하면 다음을 얻는다.  

δπ= δ uT(Ku-F-Fc)= 0 (3.14)

여기서, F와 Fc는 식(3.13)의 우변에 처음 항과 두 번째 항에 각각 해당

하며, 이 식에서 보는 바와 같이 탄성 구조체에 변위의 구속은 추가적인 

힘을 요하며, 탄성체에 대한 후크 방정식에 추가적인 구속력의 합으로 표

현됨을 알 수 있다. 식(3.13)의 평형방정식은 식(3.2)의 조건을 만족하는 

모든 변위 성분들 중에 퍼텐셜 에너지의 변화량을 최소로 하는 식이다. 

탄성 구조체에 식(3.2)와 같은 조건이 부여된다면 구속력이 추가로 발휘

됨을 알 수 있었으며, 그림 1은 정정 구조물의 강성과 정정 구조물의 임

의 절점들의 변위를 구속시켰을 경우에 강성을 비교하고 있다. 이 그림에

서 절점의 변위가 구속된 경우로 식(3.6)에서 b=0인 기하학적인 조건에 

해당된다. 이 그림에서 구속 조건이 주어지지 않을 경우에 탄성 구조체의 

강성을 K로 가정하였으며, 임의의 절점에서의 변위를 구속시켰을 경우에 

그 강성을 K*로 정의하면, K*=K-K1/2 (AK-1/2 )+A로 나타낼 수 있다. 

그리고 두 그래프의 차는 구속 조건으로 인한 구속력을 의미한다. 이 그

림에서 보는 바와 같이 구속 조건에 의한 강성의 차이 및 구조체의 역학

적인 특성의 변화가 나타남을 알 수 있다.



- 22 -

                

F

K
＊

FC

Ku

u

K

Fig. 1 Graphical meaning of constraint force

 또한 구속력의 명확한 산정에 의해서만이 구조체의 물리적 변화를 고려

한 각종 설계를 행할 수 있을 것이다.  

2. 구속력의 물리적 의미 

전절의 유도 과정에서 보는 바와 같이 구속력은 주어진 구속 조건을 만

족하기 위해 자연에 의해 발휘되는 힘이라고 볼 수 있다. 그러나 구속 조

건을 만족하는 구속력은 식(3.8)에서와 같이 무한하다. 따라서, 식(3.13)과 

같은 구속력의 물리적인 의미는 다음과 같이 볼 수 있다. 식(3.14)로부터 

구속력은 다음과 같이 쓸 수 있다.

Fc=Ku-K u (3.15)

식(3.15)를 식(3.4)에 적용하면 퍼텐셜 에너지의 변화량은 다음과 같이 쓸 

수 있다.

Δπ=
1
2
F
cT
K
- 1
F
c

(3.16)

식(3.16)은 변위 차에 의한 함수가 아니라 구속력에 관한 이차 함수로 퍼
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텐셜 에너지의 변화량을 최소로 하는 구속력은 다음과 같이 얻어진다.

식(3.2)와 같은 기하학적인 조건들이 탄성 구조체에 부여된다면 식(3.8)

의 양변에 K1/2을 곱한 후에 Ku을 빼면 구속력에 관한 다음의 식을 얻

을 수 있다.

F
c
=K u-K u= K

1/2
(AK

-1/2
)
+
b +K1/2[ I-(AK-1/2)+(AK-1/2 )]y-K u

(3.17)

식(3.17)에서 보는 바와 같이 구속력 Fc는 임의의 벡터 y로 인하여 무한

함을 볼 수 있다.

식(3.4) 혹은 (3.5)에서와 같이 u-u를 최소로 하는 것과 유사하게 식

(3.16)을 구속력에 관해 최소화시키면 다음의  식을 얻을 수 있다. 

K
1/2
(AK

-1/2
)
+
b+K

1/2[ I- (AK-1/2)+(AK-1/2 )]y -K u= 0    (3.18)

식(3.18)에서 Q=[I-(AK-1/2)+(AK-1/2)]이라고 정의하고, Q+Q=Q  인 성

질을 이용하면 임의의 벡터 y는 다음과 같다.

y=Ku- ( AK
-1/2
)
+
AK

1/2
u+ (AK

-1/2
)
+
(AK

-1/2
)z   

(3.19)

여기서, z는 또 다른 임의의 벡터가 된다.

식(3.19)의 벡터 y에 대한 해를 식(3.17)에 사용하면, 다음과 같은 구속

력에 관한 식을 얻을 수 있다. 

Fc=K1/2 (AK-1/2 )+(b-A u) (3.20)

따라서, 식(3.16)의 최소화 과정으로부터 구속력은 구속 조건을 만족하
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는 모든 구속력들 중에서 가장 작은 값임을 알 수 있다. 이 구속력은 부

정정 구조 해석에서 지점의 반력으로 계산되므로 구조 설계시에 이 보다 

작은 값의 부재력에 대하여는 불평형을, 이 보다 클 경우에는 비경제적인 

설계를 나타낼 수 있다. 다음에서는 유도된 평형방정식을 사용하여 구조

체의 변위 및 부재력을 산정하는 예를 제시한다.

3. 적 용

3.1 탄성체의 합성 및 평형방정식 

탄성체의 내부에 절점의 수가 많은 경우에 탄성체를 분할하여 평형방정

식을 유도하고 이를 분할면에서의 변형이 일치한다는 적합 조건을 사용하

여 탄성체 전체의 평형방정식을 결정한다. 예를 들어 그림 2와 같은 탄성

체에 대한 분할 및 결합에 의해 정적 평형방정식을 결정하자. 양분된 탄

성체 각각의 평형방정식은 다음과 같은 형태를 취한다.

F
( i)
=K

( i)
x
( i), i= 1, 2 (3.21)

여기서 첨자 i는 2개의 탄성체를 나타내며, 변위 벡터 x는 n×1  벡터이다. 

식(21)에 의해 탄성체 전체의 거동은 결정될 수 없으며, 이들 두 개의 

탄성체의 접합면에서의 변위가 일치한다는 다음의 적합 조건을 평형방정

식에 반영하여야 한다.  

x
( 1 )
j = x

( 2 )
j , j= 1, 2,…,m,   n > m (3.22)

식(3.22)는 탄성체의 거동을 지배하는 구속 조건으로 볼 수 있으며, 이

를 식(3.6)과 같은 행렬 형태로 나타내고 b=0이므로 식(3.12)의 평형방정

식은 다음으로 쓸 수 있다. 
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x= [I-K-1/2(AK-1/2 )+A]x (3.23)

여기서, 계수 행렬 A는 모든 요소가 0 혹은 1인 Boolean 행렬이며, 행렬 

K와 x는 다음과 같다.  

K=[ ]K ( 1) 0
0 K ( 2) , x= [ ]x

( 1 )

x
( 2 ) = [ ]K

( 1)
0

0 K
( 2)

-1

[ ]F
( 1)

F
( 2)

또한 식(3.23)에서 강성 행렬 K를 양변에 곱하면 괄호 내의 두 번째 항은 

구속 조건을 만족하기 위해 필요한 구속력이 된다. 그리고 분할면에서의 

구속력은 절대값은 같고 부호가 다르므로 분할면에서 힘의 평형 조건을 

만족한다. 다음은 간단한 탄성체를 이등분하여 식(3.23)을 적용한 예이다.  

Fig. 2 Bi-sected elastic body
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Fig. 3 Internal forces and displacement of 

bi-sected elastic body

그림 3에서와 같은 탄성체를 절점 ②에서 분할하여 두 개의 탄성체로 

분할한다면 각 탄성체의 평형방정식은 식(3.21)의 형태로 다음과 같이 쓸 

수 있다. 

     

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳

k 1+k 2 -k 2 0 0
- k 2 k 2 0 0
0 0 k 3 -k 3
0 0 - k 3 k 3+k 4

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

x 1
x '2
x ''2
x 3

=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳

0
f
0
0             (3.24)

식(3.24)에서 x= K-1F에 의해 산정된 변위 벡터는 두 개의 분할된 탄성

체의 변위를 나타내며, 접합점에서의 동일한 변위 조건을 부여하여야 한

다.

분할면인 절점 ②에서의 변위는 동일하다는 조건은 다음으로 쓸 수 있

다.

x
'
2= x

''
2   

혹은   A= [0  1  -1  0],  b= 0     (3.25)
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식(3.25)와 같은 조건은 식(3.24)의 평형방정식을 불만족하며, 추가적인 힘

을 필요로 하게 된다. 그러므로 식(3.24)와 (3.25)의 계수들을 식(3.23)의 

평형방정식에 대입하면 새로운 평형방정식을 얻을 수 있다. 일반화된 역

행렬은 MATLAB이나 MATHEMATICA와 같은 소프트웨어를 사용하여 

얻을 수 있다. 

이 예제에서 보는 바와 같이 매트릭스 구조 해석과는 달리 주어진 조건

식들의 계수들을 단지 식(3.23)의 방정식에 대입함으로서 해를 구할 수 있

으며, 주어진 조건을 만족하기 위해 필요한 힘을 명백히 얻을 수 있음을 

볼 수 있다. 이를 근거로 보다 복잡한 탄성체나 혹은 몇 개로 분할된 탄

성체의 경우에 접합면에서의 적합 조건을 부여하여 평형방정식을 유도할 

수 있다. 

3.2 탄성 구조체의 변위 구속

그림 4에서와 같이 변위가 u 1, u 2, u 3에 의해 표현되는 3자유도의 탄성 

구조체를 고려하자. 각 절점에 f 1, f 2, f 3의 외력이 작용할 경우에 이 구

조체의 정적 평형방정식은 다음과 같이 쓸 수 있다.

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

k 1+k 2 -k 2 0
- k 2 k 2+k 3 -k 3
0 - k 3 k 3

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

u 1
u 2
u 3

=
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

f 1
f 2
f 3

(3.26)

Fig. 4 A three dof system
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만약 이 구조체의 정적 변위를 다음과 같은 관계식에 의해 구속하도록 

가정하자.

2u 2=u 1+u 3

혹은 
[ 1  - 2  1]

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

u 1
u 2
u 3

= 0
    (3.27)

식(3.12)에 각 계수들은 다음과 같이 산정되며, 이들에 의해 새로운 평형

방정식을 얻을 수 있다. 

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳

u 1

u 2

u 3

=
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

k 1+k 2 -k 2 0
- k 2 k 2+k 3 -k 3
0 - k 3 k 3

- 1
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

f 1
f 2
f 3 , 

  A=[1  -2  1] , b= 0 (3.28)

구조체의 역학적인 성질을 다음과 같이 가정하여 구속 조건이 부여되었

을 경우에 정적인 변위를 결정하였다. 

k 1= 200, k 2= 300, k 3= 400, f 1= 0, f 2= 20, f 3= 30

이들 값을 사용하여 식(3.23)의 각 항의 값은 다음과 같이 계산된다.

x= [ 0.1159 0.1932 0.2682] T

K
- 0.5
=
ꀎ

ꀚ

︳︳︳

0.0548 0.0207 0.0123
0.0207 0.0574 0.0248
0.0164 0.033 0.0699

ꀏ

ꀛ

︳︳︳,

(AK- 0.5)
+
= [ ]5.2378 -10.7262 5.7277 T

이들에 의한 각 절점에서의 수직 변위는 u 1= 0.25, u 2= 0.36, u 3= 0.47
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이며, 이 값은 식(3.27)의 구속 조건을 만족함을 볼 수 있다. 또한 이 조건

을 만족하기 위해 필요한 추가적인 구속력은  다음과 같이 산정된다.

f 1
c
= 15.7, f 2

c
=-31.4, f 3

c
=15.7

이들 구속력은 식(3.27)과 같은 조건을 만족하기 위해 필요한 힘으로 인위

적으로 이들 힘을 발휘시킨다면 원하는 변위로 제어가 가능할 것이다. 또

한 이 힘은 최적의 힘으로 이 보다 클 경우에 원하는 구속 제어가 불가능

할 것이다.

3.3 단순지지 보와 두 개의 캔틸레버 보

그림 5는 단순지지 보가 두 개의 캔틸레버 보의 중앙에 접합된 구조를 

나타내고 있다. 두 개의 캔틸레버 보의 자유단에 각각 집중 하중과 모멘

트가 작용한다. 각 절점에서의 수직 변위와 처짐각으로 정의되는 보 요소

로 가정하였다. 단순지지보를 3개의 보 요소로, 캔틸레버 보는 각각 2개의 

보 요소로 이루어졌다 가정하면 이들에 의한 평형방정식 F=Kx를 구할 

수 있다. 

캔틸레버 보와 단순지지보가 접하는 점에서의 수직 변위가 동일하다는 

기하학적인 조건이 발생한다. 따라서, 각 보의 평형방정식과 이들 조건들

을 식(3.12)의 평형방정식에 대입하면 그림 5의 구조체의 평형방정식을 유

도할 수 있으며, 적절한 연산에 의해 변위와 구속력을 결정할 수 있다.

보1과 보2의 접합점에서의 수직 변위는 0.127cm, 보1과 보3의 접합점에

서의 수직 변위는 0.116cm으로 계산된다. 이 때에 두 접합점에서는 각각 

∓1.01tf와 ±1.20 tf의 구속력이 작용한다. 접합점에서 구속력의 합은 0이 

되며, 접합점에서 동일의 수직 변위는 이들 힘에 의해 유지됨을 알 수 있

다. 그러나 여기서 산정된 구속력은 이들 값 보다 크더라도 접합점에서의 

절점 변위는 동일하지만 이 보다 작은 힘에 의해서는 주어진 조건을 불만

족하게 될 것이다. 그러므로 여기서 얻은 구속력은 동일한 절점 변위를 

나타내는 모든 힘들중에서 가장 작은 값으로 해석된다. 
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이 예제에서 보는 바와 같이 복잡한 구조물에 대하여도 식(3.12)와 같은 

평형방정식의 기본 형태를 사용하면 간단히 해를 구할 수 있음을 볼 수 

있다. 다음에서는 이산계로부터 연속계로 확대 적용한다.  

������

beam 1

beam 2
���

3m

3m

���
beam 3

3m 3m3m

3tf
5tf m

(a) A lattice beam

���
���
���

① ②

4m 4m

A B C

ΔC
θA θB

ΔB

(b) A simply supported beam consisted of two elements
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3m 3m

① ②

��
��
��

θC 'θB '

ΔC 'ΔB '

Fig. 5 A elastic system contacted at the mid-point of two simply 

supported beams and cantilever beam

 

3.4 연속계의 구속

모든 구조체는 연속계임에도 불구하고 해석상의 용이함을 위하여 이산

계로 가정하여 해석을 행한다. 앞서 유도된 구조체의 변위가 구속된 시스

템에 대한 평형방정식(3.12)는 이산계 구조체의 평형방정식을 나타내고 있

다. 이 결과를 Ritz법을 사용하여 연속계로 확장시킬 수 있다. 

그림 6에서 단순지지보의 중앙부에 수직 처짐을 스프링에 의해 구속하

고 있는 것을 볼 수 있다. 단순지지보를 연속계인 탄성체로 가정하면 보

의 휨에 대한 퍼텐셜 에너지는 다음으로 쓸 수 있다.

π=
EI
2
⌠
⌡

L

0
[w ''(x) ]

2
dx-⌠⌡

L

0
q 0wdx (3.28)

식(3.28)의 함수에 Ritz법을 적용하고자 경계 조건을 고려한 처짐을 다

음과 같은 형태로 가정하였다.

w= a sin
πx
L (3.29)
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여기서, a는 처짐의 최대 진폭으로 식(3.29)를 식(3.28)에 사용하면 다음과 

같은 수식을 얻는다.

π=
π
4
EIa

2

4L
3 -q o

2aL
π (3.30)

이를 a에 관하여 극대화시키면 최대 진폭은 다음과 같이 결정된다,

a=
4q 0L

4

π
5
EI (3.31)

식(3.31)을 식(3.29)에 사용하면 처짐에 관한 변위는 다음과 같이 쓸 수 

있다.

w=
4q 0L

4

π 5EI
sin

πx
L (3.32)

식(3.32)로부터 w''=-(π2 /L 2)w이 되며, 식(3.28)의 퍼텐셜 에너지는 다음

으로 쓸 수 있다.

π=⌠⌡

L

0 [
EI
2
π 4ω 2

L
4 - q 0w]dx (3.33)

식(3.33)의 변분을 0으로 놓으면 다음과 같은 수식을 얻는다.

q 0=
π
4
EI

L
4 w (3.34)

보 중앙부에 설치된 스프링에 의한 평형방정식은 다음으로 쓸 수 있다.
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kw a=0 (3.35)

 

보 중앙부와 스프링의 처짐이 동일하다는 구속 조건은 다음으로 정의된

다.

w ( x= L/2)=wa (3.36)

식(3.30)과 (3.33)을 식(3.12)의 평형방정식에 대입하면 다음과 같은 평형

방정식2)을 얻을 수 있다.

[ ]wwa =
ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳

4q 0L
4

π
5
EI

sin
πx
L

0

+
1

L 4

π
4
EI
+
1
k

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳

L
4

π
4
EI

-
1
k

(-
4q 0L

4

π 5EI
sin

πx
L )
    

=

ꀎ

ꀚ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

ꀏ

ꀛ

︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳︳

4q 0L
4

π
5
EI+πkL

4 sin
πx
L

4q 0L
4

π 5EI+πkL 4
 (3.37)

위식에 의해 단순지지보의 모든 위치에서의 처짐을 결정할 수 있다. 

x=L/2에서의 수직 변위는 식(3.34)로부터 얻을 수 있으며, 식(3.33)의 조

건을 만족한다. 이 예제로부터 이산계에 대한 정적 평형방정식을 연속계

로 확대 적용할 수 있음을 알 수 있다. 

2) A=[ ]a b … z 의 일반화된 역행렬은 다음과 같이 정의된다.

A+=
1

a 2+b 2+…+ z 2
[ ]a b c … z T
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Fig. 6 A simply supported beam constrained at a mid-span
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Ⅳ. 결 론

모든 구조체에 대한 변위나 부재력을 포함하는 정적 해석은 기본적으로 

힘의 평형을 요구한다. 그러나 힘의 평형방정식만에 의해 그 해를 구할 

수 없는 경우에 기하학적인 조건을 이용하여 해석이 행해진다. 이때에 기

하학적인 조건을 만족하는 힘을 포함하는 새로운 형태의 평형방정식에 의

해 힘의 평형을 유지하여야 한다.  

본 연구에서는 탄성체 일부의 변위를 구속시킬 경우에 구속 조건으로 

인한 퍼텐셜 에너지의 변화량을 최소로 하여 구속된 평형방정식을 유도하

였다. 제시된 평형방정식은 기하학적인 조건을 만족하는 힘을 포함하며, 

요구되는 각 계수들을 대입하므로서 조건을 만족하는 해를 명확히 얻을 

수 있었다. 그리고 산정된 구속력은 구속 조건을 만족하는 모든 구속력들 

중에서 가장 작은 값임을 알 수 있었다. 부정정 구조물에 대한 매트릭스 

구조 해석에서는 절점의 변위 그리고 반력의 산정과 같이 두 단계로 해석

이 이루어지나 제시된 방정식에 의하면 간략하고 명확히 해를 구할 수 있

었으며, 예를 통해 검증되었다. 또한 이산계로 제시된 방법을 연속계로 확

대 적용하여 구속에 의한 평형방정식을 명확히 얻을 수 있었다. 제시된 

방법은 유한 요소 해석이나 기타로 적합 조건을 응용하는 정적 해석에 광

범위하게 적용이 가능하리라 판단된다. 
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