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제 차 초등학교 교육과정에서 확률과 통계에 대한 지도는 초등학교 학년에서7 ‘ ’ 1

한 가지 기준으로 사물을 분류하는 과정에서부터 시작되고 이는 확률과 통계라는,

영역에 쉽게 접근할 수 있도록 구성되어 있다 그리고 학년이 되면서 간단한 내용. 2

이지만 표와 그래프를 만들고 자료들을 정리해 나가기 시작한다 그 후 학년에는, . 3

자료를 정리하고 자료의 특성에 따라 막대그래프를 그리거나 간단한 그림그래프를,

그리도록 한다 학년 때부터는 사회 교과와 연계될 수 있도록 꺾은선 그래프를 그. 4

린다 이처럼 학년에서 학년까지는 그래프와 자료를 나타내는 것에 집중을 한다. 1 4 .

이 과정을 통해서 아동들로 하여금 자료를 정리하고 정리된 자료를 통해서 무언가

를 예상할 수 있도록 한다 초등학교 학년에서는 줄기와 잎 그림 그림그래프 평. 5 , ,

균을 도입하여 이제까지 무의식적으로 행하던 성적을 평균 내는 방법에 대해서 구

체적이고 자세하게 배우는 과정을 거친다 그리고 학년에는 비율그래프 띠그래프. 6 ( ,

원그래프 와 경우의 수 확률에 대해서 배운다 중학교 학년에는 평균에 대하여) , . 1

본격적이고 심도 있는 내용을 배우게 된다.

하지만 이 과정에서 초등학교 학년에 평균이라는 표현이 아동들로 하여금 평균5

이라는 것은 오로지 산술평균만 있다는 수학적 오개념을 만들어 내고 있다 수학적.

오개념은 중학교 고등학교 수학에서 수학에 대한 거부감과 불안을 낳을 수 있다, .

그래서 초등학교 학생들에게는 어려울지 모르지만 이러한 수학적 오개념을 없애기

위해서 자세하게 가르치지는 않더라도 평균의 종류 및 그 내용에 대해서 약간은 설

명을 해야 한다는 생각을 갖게 되었다 그리고 그냥 설명만으로 끝나는 것이 아닌.

여러 가지 교구를 이용해서 어렵지만 이해할 수 있는 내용을 만들고자 하였다 특.

히 영재 교육에 산술평균과 기하평균에 대해서 스스로 발견하고 탐구하는 수업을

통해서 수학적 사고력과 탐구하는 능력을 기를 수 있을 것으로 보인다 또한 단순.

하게 수학적 지식을 단순 암기하는 것이 아니라 수학적 지식 및 원리가 어떻게 생

겨났으며 왜 이러한 개념이 필요한지 설명할 수 있게 될 것이다 이를 위해서 프로.

그램 개발할 때 학생들이 프로그램을 이용해서 진행해 나가는 과정 자체에서GSP

스스로 원리를 발견할 수 있도록 개발하였다 하지만 초등학교 학생들에게는 아직.

어려운 점이 많아 영재 학생들을 대상으로 하는 수업으로 한정을 두었다.
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단계 내 용 단 원

1-1 한 가지 기준으로 사물을 분류하기․ 까지의 수6. 50

2-2 표와 그래프 만들기․ 표와 그래프6.

나3-
자료의 정리 자료의 특성,․

막대그래프 간단한 그림그래프( , )
자료 정리하기7.

나4-

꺾은선그래프․

자료를 목적에 맞는 그래프로 나타․

내기

꺾은선그래프7.

가5-
줄기와 잎 그림 그림그래프,․

평균․
자료의 표현7.

나6-
비율그래프 띠그래프 원그래프( , )․

경우의 수와 확률․
경우의 수6.
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중학교고등학교 수학과 교육과정의 관련 영역 내용 분석2. ․

표 우리나라 중고등학교 수학과 관련 영역 내용 교육부< -2> ( , 2007)Ⅲ ․

학년 내 용 단 원

중학교

학년1

도수분포표 히스토그램 도수분포, ,․

다각형

도수분포표에서의 평균․

상대도수의 분포와 누적도수의 분․

포

통계.Ⅴ

학년2

경우의 수․

확률의 뜻과 기본 성질․

간단한 확률의 계산․

확률.Ⅵ

학년3

나(9- )

중앙값 최빈값 평균, ,․

분산 표준편차,․
통계.Ⅰ

고등학교

학년1

합의 법칙 곱의 법칙,․

순열․

조합․

확률분포․

확률변수와 확률분포․

이산 확률변수의 평균과 표준편차․

이항분포․

확률.Ⅵ

통계.Ⅶ
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자료 개발의 실제.Ⅳ

개발된 프로그램 목록1.

표 를 이용한 영재 프로그램 목록< -1> GSPⅣ

영역
자료

번호
탐구 주제 활동 내용

시

간

확률

과

통계

1 기하평균의 의미 1
․ 타일 모양의 종이를 이용한 발견

기하평균의 원리 발견․
2

2 기하평균의 의미 2
사각형 넓이를 이용한 발견․

기하평균의 원리 발견․
2

3 기하평균의 의미 3
․ 두 그래프의 교점을 이용한 발견

기하평균의 원리 발견․
2

4 기하평균의 의미 4

직사각형을 정사각형으로 만드․

는 방법을 이용한 발견

기하평균의 원리 발견․

2

5 기하평균의 의미 5
원을 이용한 발견․

기하평균의 원리 발견․
2

6 기하평균의 의미 6
지수 함수를 이용한 발견․

기하평균의 원리 발견․
2

7
평균의 정의 및

기하평균의 의미 7

산술 기하 조화평균의 정의, ,․

평균의 역사 이해․

기하평균의 수식을 이용한 발견․

방법

2
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교사용 학습 프로그램

자료번호 1 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 1

학습목표

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해할 수 있다.

교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원리를

발견할 수 있다.

학습교구 타일 모양의 종이

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해하고 발견해봅시1.

다.

수학교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원2.

리를 발견해봅시다.

타일 모양의 종이를 이용하여 기하평균의 의미를 알아봅시다.

직사각형을 정사각형으로 만드는 발견 방법<< >>

타일 모양의 종이를 이용하여 만든 직사각형을 정사각형으로 만들어

가면서 기하평균의 의미를 찾아본다.

탐구문제1
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단계1 ) 일정한 규격의 타일 모양 종이로 직사각형 모양을 만든다.

만드는 방법< > 자신이 원하는 형태대로 타일 모양 종이를 이용해서 직

사각형 모양을 만들면 된다.

단계2 ) 이 타일 모양의 종이를 이용해서 정사각형 모양을 만든다.

만드는 방법< > 형태의 직사각형을 의 정사각형의 형태로9 × 4 6 × 6

변형하여 정사각형 모양을 만든다.
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단계3 ) 이 과정을 통해서 발견할 수 있는 자신만의 원리를 만드시오.

원리 및 공식< > 형태의 직사각형의 모양을 의 정사각형9 × 4 6 × 6

의 형태로 바꿈으로서 알 수 있는 것은 와 의 기하평9 4

균이 이라는 점이다 그를 원리와 공식으로 적용을 해6 .

보면,

와 의 기하평균9 4 :

×      ×       
따라서,

와 의 기하평균을 나타내보면a b ,

    

위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

타일 모양의 종이를 사용해 단계별로 과정을 거쳐 기하평균의 내용을

알아보았습니다 이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을 써.

보시오.

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

위의 과정을 통해서 아동들은 기하평균의 진정한 의미를 이해했을 것

이다 기하평균의 본래 의미인 기하학에서 많이 사용되는 평균이라는.

본연의 의미를 이해하고 초등학교 수준에서 하기 힘들었던 무리수에,

대한 개념을 이해할 수 있었을 것이다 그리고 기하평균을 구하는 원리.

및 공식 또한 자기 스스로 이해하고 만들어 나갔을 것이다, .

즉, ×      ×        과정을 통해서

기하평균을 구하는 공식인     를 유도해 낼 수 있었을

것이다.

탐구문제2
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학생용 학습 프로그램

자료번호 2 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 2

학습목표

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해할 수 있다.

교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원리를

발견할 수 있다.

학습교구 타일 모양의 종이

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해하고 발견해봅시1.

다.

수학교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원2.

리를 발견해봅시다.

타일 모양의 종이를 이용하여 기하평균의 의미를 알아봅시다.

직사각형을 정사각형으로 만드는 발견 방법<< >>

타일 모양의 종이를 이용하여 만든 직사각형을 정사각형으로 만들어

가면서 기하평균의 의미를 찾아본다.

탐구문제1
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단계1 ) 일정한 규격의 타일 모양 종이로 직사각형 모양을 만든다.

단계2 ) 이 타일 모양의 종이를 이용해서 정사각형 모양을 만든다.
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단계3 ) 이 과정을 통해서 발견할 수 있는 자신만의 원리를 만드시오.

위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

타일 모양의 종이를 사용해 단계별로 과정을 거쳐 기하평균의 내용을

알아보았습니다 이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을 써.

보시오.

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

탐구문제2
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교사용 학습 프로그램

자료번호 2 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 2

학습목표

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해할 수 있다.

교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원리를

발견할 수 있다.

학습교구 컴퓨터 프로그램, GSP

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해하고 발견해봅시1.

다.

수학교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원2.

리를 발견해봅시다.

프로그램을 이용하여 기하평균의 의미를 알아봅시다GSP .

사각형의 넓이를 이용한 발견 방법<< >>

프로그램을 이용하여 사각형의 넓이를 이용하여 기하평균의 의미GSP

를 찾아본다 그 과정에서 자신만의 원리와 규칙을 발견한다. .

탐구문제1
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단계1 ) 정사각형 와 정사각형 를 만든다ABCD CEFG .

만드는 방법< > 도구 모음에서 사용자 도구 메뉴를 통해 정사각형 ABCD

를 만든다.

만드는 방법< > 정사각형 보다는 조금 작게 정사각형 를 만든ABCD CEFG

다 단 점 는 서로 만나도록 만든다. , C .



- 32 -

단계2 ) 두 정사각형 사이에 비어있는 곳에 직사각형 를 만든다DCGH .

만드는 방법< > 반직선 또는 직선을 이용해 변 에서 연장되는 선을FG

긋는다.

만드는 방법< > 반직선 또는 직선을 이용해 변 에서 연장되는 선을AD

긋는다.
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만드는 방법< > 반직선 와 반직선 가 만나는 점에 교점 작도 교점AD FG ( - )

을 작도한다.

만드는 방법< > 교점에 점 로 이름표를 지정하고 점 점 점H , D, C, G,

점 를 클릭하고 사각형 작도 사각형 내부 을 작도한다H ( - ) .



- 34 -

단계3 ) 필요 없는 반직선들은 모두 숨기고 각각의 넓이를 표시한다, .

만드는 방법< > 필요 없는 반직선들을 모두 숨기기를 통해서 보이지 않

게 한다.

만드는 방법< > 각각의 넓이에 대해서 표시 측정 넓이 를 한다( - ) .
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4단계) 사각형 사각형 사각형 사이의 관계를 확인해ABCD, CEFG, DCGH

보고 세 사각형의 넓이 사이의 관계를 발견하여 보시오, .

사각형 사각형 사각형 사이의 관계< ABCD, CEFG, DCGH >

사각형 사이의 관계를 보면 사각형 사각형 사각형ABCD, CEFG, DCGH

넓이를 확인해 보면 의 넓이가, ABCD 25cm
2이고 의 넓이가, CEFG 16cm

2이

고 의 넓이가, DCGH 20cm
2일 때 각 넓이 사이의 관계를 확인할 수 있다.

  

  

  

사각형 넓이의 관계를 확인할 때 위에서 프로그램3 , GSP

을 통해서 넓이의 관계를 만들어 가면서 알게 된 점을 이

용해야 한다.

   → 한변의길이 

   → 한변의길이 

사각형 와 사각형 는 모두 정사각형이기 때문에ABCD CEFG

한 변의 길이가 모두 같다 하지만 사각형 는 직사각. DCGH

형의 모양을 하기 때문에 각 변의 길이가 다르다.

  

한변의길이 
한변의길이 

따라서 사각형 의 넓이는 사각형 사각형DCGH ABCD, CEFG

의 한 변의 길이들로 구성되어 있다.

의넓이×의넓이  × 
의넓이 × 

따라서 사각형 의 넓이는 사각형 와 사각형 의 넓이의 기DCGH ABCD CEFG

하평균이 된다.
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위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

정사각형 넓이를 이용한 단계별 여러 과정을 거쳐 기하평균의 내용을

알아보았습니다 이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을 써.

보시오.

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

위의 과정을 통해서 아동들은 기하평균에 대한 의미를 사각형의 넓이

를 통해서 이해할 수 있다 두 개의 정사각형의 넓이 사이에 끼인 직사.

각형의 넓이는 서로 다른 정사각형의 한 변과 다른 정사각형의 한 변의

길이로 직사각형을 이루게 된다 그 과정에서 중간에 끼인 직사각형의.

넓이는 두 정사각형의 넓이의 기하평균을 이루게 된다 이 과정을 통해.

서 쉽게 접할 수 있는 사각형의 넓이를 이용해서도 기하평균이라는 수

학적인 부분을 증명할 수 있음을 알 수 있다 이 과정을 수식화하면 다.

음과 같다.

  

  

  

↓

   → 한변의길이 

   → 한변의길이 

↓

  

한변의길이 
한변의길이 

↓

의넓이×의넓이  × 
의넓이 × 

탐구문제2
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학생용 학습 프로그램

자료번호 2 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 2

학습목표

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해할 수 있다.

교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원리를

발견할 수 있다.

학습교구 컴퓨터 프로그램, GSP

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해하고 발견해봅시1.

다.

수학교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원2.

리를 발견해봅시다.

이번 시간에 만들 목표 도형<< >>
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프로그램을 이용하여 기하평균의 의미를 알아봅시다GSP .

사각형의 넓이를 이용한 발견 방법<< >>

프로그램을 이용하여 사각형의 넓이를 이용하여 기하평균의 의미GSP

를 찾아본다 그 과정에서 자신만의 원리와 규칙을 발견한다. .

탐구문제1

단계1 ) 정사각형 와 정사각형 를 만든다ABCD CEFG .

만드는 방법< >

만드는 방법< >
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단계2 ) 두 정사각형 사이에 비어있는 곳에 직사각형 를 만든다DCGH .

만드는 방법< >

만드는 방법< >
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만드는 방법< >

만드는 방법< >
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단계3 ) 필요 없는 반직선들은 모두 숨기고 각각의 넓이를 표시한다, .

만드는 방법< >

만드는 방법< >
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4단계) 사각형 사각형 사각형 사이의 관계를 확인해ABCD, CEFG, DCGH

보고 세 사각형의 넓이 사이의 관계를 발견하여 보시오, .

사각형 사각형 사각형 사이의 관계< ABCD, CEFG, DCGH >
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위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

정사각형 넓이를 이용한 단계별 여러 과정을 거쳐 기하평균의 내용을

알아보았습니다 이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을 써.

보시오.

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

탐구문제2
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교사용 학습 프로그램

자료번호 3 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 3

학습목표

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해할 수 있다.

교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원리를

발견할 수 있다.

학습교구 컴퓨터 프로그램, GSP

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해하고 발견해봅시1.

다.

수학교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원2.

리를 발견해봅시다.

프로그램을 이용하여 기하평균의 의미를 알아봅시다GSP .

그래프를 이용한 발견 방법<< >>

프로그램을 이용하여 그래프 개를 그리고 기하평균의 의미를GSP 2 ,

찾아본다 그 과정에서 자신만의 원리와 규칙을 발견한다. .

탐구문제1
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단계1 ) 프로그램을 이용하여 그래프GSP   


를 그린다.

만드는 방법< > 프로그램 실행한다 메뉴에서 그래프 새 좌표 설GSP . -

정을 통해 그래프의 형태를 만든다.

만드는 방법< > 그래프 새함수를 클릭하고 함수의 형태를 로 만- f(x)

든다 그리고 값이 인. a 4.0  


로 그래프를 새

로 만든다.
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만드는 방법< >  


함수를 클릭하고 오른쪽 마우스를 클릭,

하여 나오는 함수의 그래프를 눌러서  


의 그

래프를 그린다.

단계2 ) 프로그램을 이용하여 그래프GSP   


를 그린다.

만드는 방법< > 그래프 새함수를 클릭하고 함수의 형태를 로 만- g(x)

든다 그리고 값이 인. b 9.0   


로 그래프를 새

로 만든다.
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만드는 방법< >   


함수를 클릭하고 오른쪽 마우스를 클릭하,

여 나오는 함수의 그래프를 눌러서   


의 그래

프를 그린다.

단계3 ) 두 그래프가 서로 만나는 교점을 찾는다.

이 그래프를 보고 두 그래프가 서로 만나는 교점을 찾는다, .

두 그래프가 서로 만나는 교점은 (6.0, 


이다) .
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단계4 ) 두 그래프  


,   


사이를 확인해 보고 두,

그래프 교점 사이에 어떠한 관계가 있는지 발견하여 보시오.

두 그래프<  


,   


교점 사이의 관계>

두 그래프의 미지수를 먼저 보면 는 을 나타내고 는 을 나타, a 4.0 b 9.0

낸다 이 두 미지수를 적용한 두 그래프는 좌표가 인 곳에서 서로 만. x 6

난다 이를 관계식으로 확인할 수 있다. .




 



두 그래프가 서로 만나는 점을 찾기 위해서 두 그래프를

식으로 나타내서 계산할 때 서로 대각선으로 곱셈을 하면,

어느 점에서 두 그래프가 만나게 되는지 확인할 수 있다.

이 내용을 관계식으로 나타내면 다음과 같다.

  × 

 × 

따라서 두 그래프를 이용하면 와 값의 기하평균을 찾을 수 있다a b .

기하 평균은 두 그래프의 교점 중 좌표의 값이 된다 위에서 미지수x . a

와 의 값을 다양하게 변화시키면 다양한 값의 기하평균을 찾을 수 있b

다.
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위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

두 그래프의 교점을 이용한 단계별 여러 과정을 거쳐 기하평균의 내용

을 알아보았습니다 이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을.

써보시오.

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

위의 과정을 통해서 아동들은 기하평균에 대한 의미를 두 그래프 사이

의 관계식과 교점을 통해서 이해할 수 있다 두 개의 그래프는 정비례.

그래프와 반비례 그래프이다 두 그래프의 미지수를 변화시켜 다양한.

기하평균을 찾아나갈 수 있다 이를 관계식으로 나타내보면 다음과 같. ,

다.

      




 



대각선끼리 곱

  
  

이 과정을 통해서 두 그래프의 교점을 찾을 수 있다 두 그래프의 교.

점의 좌표는 두 미지수의 기하평균을 의미한다 이를 일반적인 원리x .

로 만들어 내면 아래와 같다.




 



대각선끼리곱

  × 
  × 

탐구문제2
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학생용 학습 프로그램

자료번호 3 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 3

학습목표

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해할 수 있다.

교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원리를

발견할 수 있다.

학습교구 컴퓨터 프로그램, GSP

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해하고 발견해봅시1.

다.

수학교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원2.

리를 발견해봅시다.

이번 시간에 만들 목표 도형<< >>
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프로그램을 이용하여 기하평균의 의미를 알아봅시다GSP .

그래프를 이용한 발견 방법<< >>

프로그램을 이용하여 그래프 개를 그리고 기하평균의 의미를GSP 2 ,

찾아본다 그 과정에서 자신만의 원리와 규칙을 발견한다. .

단계1 ) 프로그램을 이용하여 그래프GSP   


를 그린다.

만드는 방법< >

만드는 방법< >

탐구문제1
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만드는 방법< >

단계2 ) 프로그램을 이용하여 그래프GSP   


를 그린다.

만드는 방법< >
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만드는 방법< >

단계3 ) 두 그래프가 서로 만나는 교점을 찾는다.
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단계4 ) 두 그래프  


,   


사이를 확인해 보고 두,

그래프 교점 사이에 어떠한 관계가 있는지 발견하여 보시오.

두 그래프<  


,   


교점 사이의 관계>
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위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

두 그래프의 교점을 이용한 단계별 여러 과정을 거쳐 기하평균의 내용

을 알아보았습니다 이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을.

써보시오.

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

탐구문제2
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교사용 학습 프로그램

자료번호 4 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 4

학습목표

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해할 수 있다.

교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원리를

발견할 수 있다.

학습교구 컴퓨터 프로그램, GSP

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해하고 발견해봅시1.

다.

수학교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원2.

리를 발견해봅시다.

프로그램을 이용하여 기하평균의 의미를 알아봅시다GSP .

직사각형을 정사각형으로 만드는 발견 방법<< >>

프로그램을 이용하여 만든 직사각형을 정사각형으로 만들어가면GSP

서 기하평균의 의미를 찾아본다.

탐구문제1
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단계1 ) 프로그램을 이용해서 그래프의 형태를 만든다GSP .

만드는 방법< > 프로그램 실행한다 메뉴에서 그래프 새 좌표 설GSP . -

정을 통해 그래프의 형태를 만든다.

단계2 ) 프로그램을 이용해서GSP  


그래프를 이용해서 넓이가

이 되는 사각형을 만든다36 .

만드는 방법< > 넓이가 이 되는 그래프를 만들기 위해서는 축의 값이36 x

한 변의 길이가 되고 축의 값이 한 변의 길이가 되는, y

함수를 만든다 그 함수는. ×   의해 만들어진

 


이다 그러므로.  


의 그래프를 그린다.
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만드는 방법< > 그래프 위의 한 점 작도 함수 그래프 위의 점 을 찍( - )

고 그 점과 축과 축과의 수선 작도 수선 을 그린, y x ( - )

다 그리고 수선과 축 축과의 교점 작도 교점 을. x , y ( - )

찍는다 좌표가 축은 축은 가 되도록 맞춘다. ( x 4, y 9 .)

만드는 방법< > 수선을 숨기고 개의 점을 찍어 선분 작도 선분 을, 4 ( - )

그린다 그 후 네 개의 점을 다시 찍고 사각형 작도. , , (

사각형의 내부 을 만든다- ) .
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만드는 방법< > 사각형의 길이 오른쪽 마우스 클릭 와 넓이를 나타낸( )

다.

단계3 ) 위의 사각형처럼 똑같은 사각형을 하나 더 그린다.

만드는 방법< > 단계와 동일한 방법으로 하나 더 만든다2 .
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위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

프로그램을 사용해 단계별로 과정을 거쳐 기하평균의 내용을 알GSP

아보았습니다 이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을 써.

보시오.

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

한 변의 길이가 이고 한 변의 길이가 인 직사각형의 넓이를 통해4 , 9

서 와 의 기하평균에 대해서 확인할 수 있다 넓이가 같은 여러 가4 9 .

지 좌표 중에서 정사각형을 이루는 한 점을 찾으면 그게 바로 기하평

균이 되는 것이다 즉 와 의 기하평균은 그래프 상에서 의 좌표와. , 4 9 x

의 좌표가 같은 점인 좌표 에서 기하평균을 이룬다고 할 수 있다y E .

즉 위의 과정을 통해서 넓이가 같은 사각형을 움직이면서 쉽게 기하,

평균을 찾아나갈 수 있는 것이다 위의 과정을 관계식으로 나타내 보.

면 다음과 같다.

 ×   
 ×   

   
이러한 관계식과 위의 그래프를 통해서 아동들은 쉽게 위의 내용을

확인하고 기하평균에 대한 개념을 이해할 수 있게 될 것이다, .

탐구문제2
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학생용 학습 프로그램

자료번호 4 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 4

학습목표

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해할 수 있다.

교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원리를

발견할 수 있다.

학습교구 컴퓨터 프로그램, GSP

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해하고 발견해봅시1.

다.

수학교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원2.

리를 발견해봅시다.

이번 시간에 만들 목표 도형<< >>
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프로그램을 이용하여 기하평균의 의미를 알아봅시다GSP .

직사각형을 정사각형으로 만드는 발견 방법<< >>

프로그램을 이용하여 만든 직사각형을 정사각형으로 만들어가면GSP

서 기하평균의 의미를 찾아본다.

단계1 ) 프로그램을 이용해서 그래프의 형태를 만든다GSP .

만드는 방법< >

단계2 ) 프로그램을 이용해서GSP  


그래프를 이용해서 넓이가

이 되는 사각형을 만든다36 .

만드는 방법< >

탐구문제1
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만드는 방법< >

만드는 방법< >
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만드는 방법< >

단계3 ) 위의 사각형처럼 똑같은 사각형을 하나 더 그린다.
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위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

프로그램을 사용해 단계별로 과정을 거쳐 기하평균의 내용을 알GSP

아보았습니다 이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을 써.

보시오.

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

점 를 움직임을 통해서 발견하게 된 사실< E >

관계식을 이용해서 발견하게 된 사실< >

탐구문제2
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교사용 학습 프로그램

자료번호 5 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 5

학습목표

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해할 수 있다.

교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원리를

발견할 수 있다.

학습교구 컴퓨터 프로그램, GSP

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해하고 발견해봅시1.

다.

수학교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원2.

리를 발견해봅시다.

프로그램을 이용하여 기하평균의 의미를 알아봅시다GSP .

원을 이용한 발견 방법<< >>

프로그램을 이용하여 원을 그리고 그 원의 내부 선들을 이용하GSP ,

여 기하평균의 의미를 찾아본다 그 과정에서 자신만의 원리와 규칙을.

발견한다.

탐구문제1
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단계1 ) 두 점을 잇는 직선을 그린다 그리고 직선 안에 선분 와 를. a b

그리고 선분 와 가 만나는 점에서 직선과 직각을 이루는 수, a b

선을 그린다.

만드는 방법< > 선분 그리기인 선분 직선 반직선 중에서 직선을 선택, ,

하여 두 개의 점을 찍고 직선을 만든다.

만드는 방법< > 직선 위에 선분을 하나 그린다.

만드는 방법< > 선분을 클릭하고 중점 작도 중점 을 찾아 찍는다, ( - ) .

만드는 방법< > 선분 와 의 길이 합이 위의 선분 길이만큼 되게 선분a b

을 개 만든다2 .



- 68 -

만드는 방법< > 선분 와 가 만나는 점과 직선을 클릭하고 수선 작도a b , (

수선 을 작도한다- ) .

단계2 ) 선분 와 가 만나는 점에서 반지름의 길이가 선분 길이인a b a

원 선분 길이인 원을 그린다 그리고 선분 와 길이의 합, b . a b

이 지름이 되는 원을 그린다.

만드는 방법< > 선분 와 가 만나는 지점에서 반지름이 선분 길이로a b a

되는 원을 그린다.

만드는 방법< > 선분 와 가 만나는 지점에서 반지름이 선분 길이로a b b

되는 원을 그린다.
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만드는 방법< > 단계에서 만들어 놓았던 중점을 중심으로 반지름의 길1

이가 

 
인 원을 그린다.

단계3 ) 각각의 선분의 길이를 표시하고 선분 와 가 만나는 점에서, a b

만든 수선과 가장 마지막에 만든 원과의 교점을 작도한다.

만드는 방법< > 선분 와 선분 를 클릭하고 길이 측정 길이 를 측정a b , ( - )

한다.
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만드는 방법< > 수선과 마지막으로 만든 원을 클릭하고 교점 작도 교, ( -

점 을 작도한다) .

만드는 방법< > 점 와 원C C3이 만나는 점 사이의 선분의 이름을 각각

라고 지정한다x .
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만드는 방법< > 첫 번째로 그린 원 두 번째로 그린 원을 모두 숨기기,

를 하여 보이지 않게 만든다 그리고 수선과 직선 등, .

불필요한 사항을 모두 숨기기를 통해서 보이지 않게 만

든다.

4단계) 점 를 직선 사이를 왔다 갔다 해 보고 그 과정에서 변화되는C ,

의 값을 확인한다 그리고 이 과정을 통해서 발견할a, b, x .

수 있는 값 사이의 관계를 발견하여 보시오a, b, x .

측정값 값 사이의 관계< a, b, x >

비례식을 이용한 관계식1)

    

∴   

 
분수를 이용한 관계식2)




 



  

  



- 72 -

위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

원을 이용한 단계별 과정을 거쳐 기하평균의 내용을 알아보았습니다.

이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을 써보시오.

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

위의 과정을 통해서 아동들은 산술 평균과 기하평균의 차이를 활동 과

정에서 느꼈을 것이다 선분 길이와 의 길이 중간에 있는 중점과는. a b

의 길이는 정확하게 다르기 때문이다 점 를 움직이다 보면 산술 평x . C

균을 나타내는 중점 에 이르게 되면 산술평균과 기하평균이 같아지는M

지점이 생긴다 이 지점에서는 의 값이 모두 같아진다 하지만. a, b, x .

이 점을 제외한 모든 점에서는 산술 평균과 기하평균의 값이 달라진다.

그리고 이 활동을 하는 과정에서 아동들은 측정값인 값 사이의a, b, x

관계를 파악할 수 있게 될 것이다 파악하는 방법은 매우 다양하겠지.

만 그 중에서 비례식을 이용하거나 분수를 이용하여 관계식을 형성할,

수 있을 것이다 관계식이 만들어지는 과정을 살펴보면 다음과 같다. , .

    

∴   

 

비례식 이용( ) 


 



 

  

분수식 이용( )

이 과정을 통해서 아동들은 기하평균의 공식을 발견하고 이러한 공식

이 어떻게 만들어졌는지 이해할 수 있게 될 것이다.

탐구문제2
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학생용 학습 프로그램

자료번호 5 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 5

학습목표

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해할 수 있다.

교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원리를

발견할 수 있다.

학습교구 컴퓨터 프로그램, GSP

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미 중 한 가지를 이해하고 발견해봅시1.

다.

수학교구를 이용하여 기하평균의 의미를 파악하고 스스로 원2.

리를 발견해봅시다.

이번 시간에 만들 목표 도형<< >>
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프로그램을 이용하여 기하평균의 의미를 알아봅시다GSP .

원을 이용한 발견 방법<< >>

프로그램을 이용하여 원을 그리고 그 원의 내부 선들을 이용하GSP ,

여 기하평균의 의미를 찾아본다 그 과정에서 자신만의 원리와 규칙을.

발견한다.

단계1 ) 두 점을 잇는 직선을 그린다 그리고 직선 안에 선분 와 를. a b

그리고 선분 와 가 만나는 점에서 직선과 직각을 이루는 수, a b

선을 그린다.

만드는 방법< >

탐구문제1
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단계2 ) 선분 와 가 만나는 점에서 반지름의 길이가 선분 길이인a b a

원 선분 길이인 원을 그린다 그리고 선분 와 길이의 합, b . a b

이 지름이 되는 원을 그린다.

만드는 방법< >
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단계3 ) 각각의 선분의 길이를 표시하고 선분 와 가 만나는 점에서, a b

만든 수선과 가장 마지막에 만든 원과의 교점을 작도한다.

만드는 방법< >
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만드는 방법< >

4단계) 점 를 직선 사이를 왔다 갔다 해 보고 그 과정에서 변화되는C ,

의 값을 확인한다 그리고 이 과정을 통해서 발견할a, b, x .

수 있는 값 사이의 관계를 발견하여 보시오a, b, x .

측정값 값 사이의 관계< a, b, x >
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위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

원을 이용한 단계별 과정을 거쳐 기하평균의 내용을 알아보았습니다.

이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을 써보시오.

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

탐구문제2
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교사용 학습 프로그램

자료번호 6 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 6

학습목표

기하평균의 다양한 의미를 이해할 수 있다.

교구를 이용한 기하평균 발견 방법을 확인하고 기하평균에,

대한 깊은 이해를 한 후 원리를 발견할 수 있다.

학습교구 컴퓨터 프로그램, GSP

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미를 이해할 수 있다1. .

수학교구를 이용한 기하평균 발견 방법을 확인하고 기하평2. ,

균에 대한 깊은 이해를 한 후 원리를 발견할 수 있다.

지수 함수를 이용한 기하평균의 의미를 확인해 봅시다.

지수 함수를 이용한 기하평균의 발견 방법<< >>

프로그램을 이용하여 지수 함수를 그리고 지수 함수의 각 좌표GSP ,

를 통해서 기하평균이 어떻게 형성되는지 확인한다 그 과정에서 기하.

평균의 원리를 발견한다.

탐구문제1
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단계1 ) 지수 함수   ․ 를 프로그램을 이용해서 그린다GSP .

만드는 방법< > 격자 문양 그래프 격자형태 정사각좌표 격자 을 만( - - )

든다.

만드는 방법< > 새 함수 그래프 새 함수 메뉴를 이용해서 새 매개변( - )

수 그래프 새 매개변수 를 만들고 지수 함수( - ) r, s

  ․ 를 만든다 함수를 만들 때는. ( , s × r

의 과정으로 함수를 만들면 된다x . )∧
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만드는 방법< > 지수 함수를 클릭하고 함수의 그래프 그래프 함수의, ( -

그래프 를 만든다) .

단계2 ) 지수 함수에서 좌표 와 좌표 를 선정하고 축에 좌표 와A B , x A

좌표 의 좌표의 산술 평균을 찾고 그 점에 연결된 좌표B x , y

를 확인한다.

만드는 방법< > 좌표 와 좌표 를 찾아 점을 찍는다A B .
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만드는 방법< > 좌표 좌표 에서 수선 작도 수선 을 내리고 수선A, B ( - ) ,

과 축과의 교점 작도 교점 을 찍는다x ( - ) .

만드는 방법< > 수선을 숨기고 각 교점에 좌표 이름과 축 좌표를 표, x

시해 준다 그리고 그래프와 만나는 점에는 각각 축의. y

좌표를 표시해 준다.
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만드는 방법< > 좌표 와 좌표 사이의 중점을 지정한다 그리고 그a b .

중점에서 수선을 작도한다.

만드는 방법< > 수선과 함수   ․사이의 교점을 찍는다 교점.

은 작도 함수 그래프 위의 점을 클릭하여 함수 그래-

프 위의 점을 만들고 좌표를 확인하여 옮긴다, .
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단계3 ) 점들을 옮겨가면서 축 위의 점과 그래프x   ․위의 축y

점들 사이의 관계를 확인하고 어떻게 변하는지 확인하시오, .

축 위의 점들 사이의 관계<x >

와 와 사이의 관계를 확인해 보면 처음부터 점 를 만들 때Xa Xb Xc , c

점 와 점 사이의 중점을 이용해서 만들었다 이 과정을 통해서 알a b .

수 있듯이 점 는 점 와 점 의 중점 즉 산술평균을 이룬다고 할 수c a b , ,

있다.

즉, 

 
라고 할 수 있다.

<  ․그래프 위 점들 사이의 관계>

  ․그래프 위 점들 사이의 관계를 확인해 보면, Ya, Yb, Yc

사이의 관계를 알아보면 된다 이 관계는 여러 번 이동을 통해서 확인.

할 수 있다 여러 번 이동을 통해서 여러 가지 수를 인식할 수 있다. .

예를 들면 가 이고 가 일 때 는 이 된다는 사실을, Ya 4.00 , Yb 9.00 Yc 6.00

볼 수 있다 그리고 값이 이고 값이 일 때는 의 값이. Ya 4.00 , Yb 16.00 Yc

이 된다는 사실을 발견할 수 있다 그러므로 와 그리고8.00 . Ya Yb, Yc

사이에는 기하평균이라는 관계가 성립하게 된다.
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위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

지수 함수를 이용한 단계별 과정을 거쳐 기하평균의 내용을 알아보았

습니다 이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을 써보시오. .

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

위의 과정을 통해서 아동들은 산술 평균과 기하평균의 차이를 활동 과

정에서 느꼈을 것이다 축의 값으로 이루어진 산술평균은 찾기가 쉽. x

다 산술평균은 어떠한 관계함수에 의해서 이루어진 것이 아닌 축의. x 2

점을 이용해서 중점을 찾아나가는 과정이다 하지만 기하평균은 아동들.

이 찾기 어렵다 관계 함수의 점들 사이의 한 부분을 나타낸 것인데. 2 ,

지수함수라는 일반적인 비례에 의해서 만들어진 함수가 아니다 이 과.

정을 통해서 이전에 배운 기하평균의 내용을 확인하고 그를 통해서 심,

화할 수 있는 내용이다 지수함수라는 들어보지 못한 내용에서도 기하.

평균이 나타날 수 있음을 이해하고 산술 평균과 기하평균의 차이점을,

정확하게 인식할 수 있게 된다.

산술 평균과 기하평균의 차이에 대해서 관계식으로 나타내어 보면 다

음과 같다.

  

  
산술평균

 ×    × 
  × 기하평균

이러한 관계식이 형성될 수 있다.

탐구문제2

이를 관계식으로 나타내면,

×  × 
 ×

로 나타낼 수 있다.
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학생용 학습 프로그램

자료번호 6 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 기하평균의 의미 6

학습목표

기하평균의 다양한 의미를 이해할 수 있다.

교구를 이용한 기하평균 발견 방법을 확인하고 기하평균에,

대한 깊은 이해를 한 후 원리를 발견할 수 있다.

학습교구 컴퓨터 프로그램, GSP

이번 시간 목표<< >>

기하평균의 다양한 의미를 이해할 수 있다1. .

수학교구를 이용한 기하평균 발견 방법을 확인하고 기하평2. ,

균에 대한 깊은 이해를 한 후 원리를 발견할 수 있다.

이번 시간에 만들 목표 도형<< >>



- 87 -

지수 함수를 이용한 기하평균의 의미를 확인해 봅시다.

지수 함수를 이용한 기하평균의 발견 방법<< >>

프로그램을 이용하여 지수 함수를 그리고 지수 함수의 각 좌표GSP ,

를 통해서 기하평균이 어떻게 형성되는지 확인한다 그 과정에서 기하.

평균의 원리를 발견한다.

단계1 ) 지수 함수   ․ 를 프로그램을 이용해서 그린다GSP .

만드는 방법< >

만드는 방법< >

탐구문제1
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만드는 방법< >

단계2 ) 지수 함수에서 좌표 와 좌표 를 선정하고 축에 좌표 와A B , x A

좌표 의 좌표의 산술 평균을 찾고 그 점에 연결된 좌표B x , y

를 확인한다.

만드는 방법< >
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만드는 방법< >

만드는 방법< >
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만드는 방법< >

만드는 방법< >
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단계3 ) 점들을 옮겨가면서 축 위의 점과 그래프x   ․위의 축y

점들 사이의 관계를 확인하고 어떻게 변하는지 확인하시오, .

축 위의 점들 사이의 관계<x >

<  ․그래프 위 점들 사이의 관계>
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위의 활동을 통해서 기하평균에 관한 내용을 발견해 봅시다.

지수 함수를 이용한 단계별 과정을 거쳐 기하평균의 내용을 알아보았

습니다 이 과정을 통해서 알게 된 기하평균에 관한 내용을 써보시오. .

단 자신의 아이디어와 단계별 과정을 연결해서 쓰시오( , .)

탐구문제2
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교사용 학습 프로그램

자료번호 7 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 평균의 정의 및 기하평균의 의미 8

학습목표
산술평균 기하평균 조화평균의 의미를 이해할 수 있다, , .

기하평균의 다양한 발견 방법 중 한 가지를 이해할 수 있다.

학습교구

이번 시간 목표<< >>

산술평균 기하평균 조화평균의 의미를 설명해봅시다1. , , .

기하평균의 다양한 발견 방법 중 한 가지를 이해하고 발견해2.

봅시다.

평균의 의미를 말해봅시다.

평균이란 어떤 집합의 구성원 값들 사이의 중간 값을 나타내는 양을

말한다 이를 다른 단어로 평균치 또는 대표치 라고 한. (average, mean)

다.

위에서 말하고 있는 평균 즉 대표치는 계산하는 방법에 따라서 계산적 대

표치 와 위치적 대표치 로 나뉜다 여기(calculated mean) (mean of position) .

에서 계산적 대표치로는 변수전체를 사용하여 산출해 내는 대표치이다 따.

라서 이 대표치는 변수 전체의 함수이므로 어느 하나의 변수의 변화에 의해

탐구문제1
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서도 영향을 받는다 이 계산적 대표치로서는 산술평균. (arithmetic mean),

기하평균 조화평균 평방평균(geometric mean), (harmonic mean), (quadratic

등이 있다 여기에서 위치적 대표치로는 중위수mean, root mean square) .

사분위수 최빈치 등이 있다(median), (quartile), (mode) .

산술평균의 의미를 말해봅시다.

산술 평균은 모든 자료의 값을 더해서 자료의 수로 나눈 값을 말한다.

산술평균X( ) = 


 ⋯   숫자가 개 일 때( n )

산술 평균에는 단순 산술 평균과 가중 산술 평균이 있다.

단순 산술 평균은 모든 자료의 합을 그 개수로 나누어 구하는 것이다.

가중 산술 평균은 자료에 따라서 차이가 있으며 필요에 따라 각 자료에 일

정한 가중 값을 곱하여 구하는 것이다.

기하평균의 의미를 말해봅시다.

기하평균은 기하학에서 많이 사용되는 평균이란 의미에서 붙여진 이

름이다 기하평균은 등비수열의 형태와 같이 공비에 해당되는 비율로.

시간 경과에 따라 비율의 대표치를 말한다 그리고 기하평균은 곱하기.

에 대한 평균을 말한다.

에 대한 곱하기에 대한 평균을 말하며x, y ,

기하평균r( ) = 

기하평균이라는 용어는 고대 그리스에서부터 사용되기 시작하였다 대부분.

의 경우 기하평균은 제곱근을 구하므로 무리수가 되는데 고대 그리스에서,

는 무리수를 수로 인정하지 않았기 때문에 이와 같이 구한 평균은 기하적,

인 의미만을 갖는다고 하여 기하평균이라는 이름을 붙였다 기하평균은 인.

탐구문제2

탐구문제3
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구변동률 물가상승률 은행복리 이자 계산 등과 같이 변화하는 비율을 나, , ,

타낼 때 주로 사용된다.

조화평균의 의미를 말해봅시다.

조화 평균은 각 자료의 역수를 산술평균하여 이를 다시 역수로 표시

하는 값을 말한다 시간적으로 계속하여 변하는 변량 속력 등에 사용. ,

되는 대표치로 역수를 갖는 변량 외에는 거의 사용하지 않는다.

 조화평균






 


 ⋯  








  









관련자료<< >>

산술 기하 조화평균의 역사적 발생과정• ․ ․

피타고라스1)

수학자 피타고라스는 다음과 같은 평균에 관한 생각을 한 것으로 알려

져 있다.

단( , 0<a<b<c)

① 

 
 



②


 



③


 



탐구문제4
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위 식에서 두 양수 와 에 대하여 정리하면 는 어떤 의미에서 평균a c b

이라 할 수 있다. ①  

 
 


, ② 


 


, ③ 


 


을 b

에 대하여 풀면  

 
    


이 되어 각각 산술 기하, ,

조화평균이 된다 일설에 의하면 위 세 가지 관계는 알큐다스.

피타고라스학파의 한사람 에 의하여 발견되었다고 한다(Archytas, ) .

유클리드2)

그리스 시대의 수학자로 기하학의 창시자로 불리는 유클리드는 반원

을 이용하여 산술평균과 기하평균의 대소 관계에 대한 증명을 완성시

켰다.

정리[ ] 그림과 같이 중심 이고 두 점 를 지름의 양끝으로 하는O , A, B

반원을 그리고 반원 위의 한 점 를 잡자 지름 의 길이를C . AB 2L,

이라 할 때AH=x, HB=y, CH=z, AB CH ,⊥ 

 
≥가 성립한다.

증명[ ] 에서ACH△   

에서BCH△   

또, ∠ ° 지름에 대한 원주각 에서( )   이

된다.

그러므로       정리하면,  이 된다.

따라서   성립한다 가 반지름 과 같을 때 최대가 되므로. z L



 
 ≥  이 성립한다.

파푸스3)

알큐다스 피타고라스학파의 한 사람 가 발견한 산술 기하평균의 작도( ) ․

법을 더욱 발전시켜 산술 기하 조화평균 작도법을 발견해 냈다.․ ․
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정리[ ] 그림과 같이 점 를 중심 두 점 를 지름의 양끝으로 하는O , A, B

반원에서 라 하면AB CD, OC DE, AD=a, DB=b ,⊥ ⊥



 
       


이다.

증명[ ]    지름 

 
반지름⋯①

    

 


 
⋯②

는 직각삼각형이므로 피타고라스정리에 의하여OCD△

    이 성립한다.

또 △∝△ 이므로        이다.

따라서  






 


 


이다.

정리[ ] 그림은 선분 의 수직선상에 가 되게 긋고 에서 의 수OB BD=BE A OB

직선을 세워 와 교점을 라하고 선분 와 선분 와의 교점을 라OD F , OB FE C

고 하면 선분 OA

와 선분 의 조화 평균은 가 된다OB OC .

증명[ ]     라 하면 △∝△이고 △∝△

이므로          이다.

        이므로        이다.

따라서  


이다.

데카르트4)

데카르트는 알큐다스의 반원을 이용한 산술 기하평균의 관계를 응용하․

여 다음과 같이 를 작도하였다.
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음악에서 발견되는 산술평균과 조화평균5)

피타고라스는 음악의 음계와 숫자의 비율 사이의 밀접한 관계를 발견

하였다 그는 현악기의 현의 길이를. 


으로 줄이면 도 높은 음을 나4

타내고, 


으로 줄 이면 도 높은 음을 나타내며 그 길이를 절반으5 ,ㄹ

로 줄이면 한 옥타브 높은음을 나타낸다고 하였습니다 그러므로 만일.

현의 길이가 였으면 도 도 한 옥타브 높은 음을 나타내는 길이12 4 , 5 ,

는 각각 이 됩니다 이 수들에서는 산술평균과 조화평균의 관9, 8, 6 .

계가 발견됩니다 는 과 의 산술평균이고 은 과 의 조화평균. 9 6 12 , 8 6 12

이 됩니다 또 어떤 음과 도 높은 음은 화음을 구성하므로 조화평균. 5

을 영어로 이라고 합니다 피타고라스는 육면체의 면의Harmonic Mean .

수 꼭짓점의 수 모서리의 수가 각각 임을 발견하였습니다, , 6, 8, 12 .

이때 은 과 의 조화평균입니다 그래서 육면체를 조화체라고 부, 8 6 12 .

르기도 합니다.
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기하평균의 증명 방법을 알아봅시다.

제곱근을 이용한 증명 방법<< >>

두 개의 자연수를 주어 수의 곱을 이용한 제곱근을 기하평균이라고,

한다.

단계1 ) 일 때 와 두 수의 산술평균을 찾아보시오a = 4, b = 9 , a b .



 


 
 


 

단계2 ) 일 때a = 4, b = 9 , ×  이 된다 이러한 경우에.

□×□ 이 되는 를 찾아보시오.□

×   □×□ 
 ×  이므로 □ 이다

이 가 와 두 수의 기하평균이 된다a b .□

단계3 ) 일 때 두 수가 만드는 기하평균을 찾아보시오a = 4, b = 25 , .

 ×   ×  
□×□ 
 ×  이므로□ 이다

탐구문제5
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학생용 학습 프로그램

자료번호 7 관련교육과정 나 자료의 표현<5- > 7.

탐구주제 평균의 정의 및 기하평균의 의미 7

학습목표
산술평균 기하평균 조화평균의 의미를 이해할 수 있다, , .

기하평균의 다양한 발견 방법 중 한 가지를 이해할 수 있다.

학습교구

이번 시간 목표<< >>

산술평균 기하평균 조화평균의 의미를 설명해봅시다1. , , .

기하평균의 다양한 발견 방법 중 한 가지를 이해하고 발견해2.

봅시다.

평균의 의미를 말해봅시다.

평균이란 어떤 집합의 구성원 값들 사이의 중간값을 나타내는 양을

말한다 이를 다른 단어로 평균치 또는 대표치 라고 한. (average, mean)

다.

산술평균의 의미를 말해봅시다.

산술 평균은 모든 자료의 값을 더해서 자료의 수로 나눈 값을 말한다.

산술평균X( ) = 


 ⋯   숫자가 개 일 때( n )

탐구문제1

탐구문제2
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기하평균의 의미를 말해봅시다.

기하평균은 기하학에서 많이 사용되는 평균이란 의미에서 붙여진 이

름이다 기하평균은 등비수열의 형태와 같이 공비에 해당되는 비율로.

시간 경과에 따라 비율의 대표치를 말한다. 그리고 기하평균은 곱하기에

대한 평균을 말한다.

에 대한 곱하기에 대한 평균을 말하며x, y ,

기하평균r( ) = 

조화평균의 의미를 말해봅시다.

조화 평균은 각 자료의 역수를 산술평균하여 이를 다시 역수로 표시

하는 값을 말한다 시간적으로 계속하여 변하는 변량 속력 등에 사용. ,

되는 대표치로 역수를 갖는 변량 외에는 거의 사용하지 않는다.

 조화평균






 


 ⋯  








  









탐구문제3
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기하평균의 증명 방법을 알아봅시다.

제곱근을 이용한 증명 방법<< >>

두 개의 자연수를 주어 수의 곱을 이용한 제곱근을 기하평균이라고,

한다.

단계1 ) 일 때 와 두 수의 산술평균을 찾아보시오a = 4, b = 9 , a b .

단계2 ) 일 때a = 4, b = 9 , ×  이 된다 이러한 경우에.

□×□ 이 되는 를 찾아보시오.□

이 가 와 두 수의 기하평균이 된다a b .□

단계3 ) 일 때 두 수가 만드는 기하평균을 찾아보시오a = 4, b = 25 , .

탐구문제5
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자세하게 가르치지는 않더라도 평균의 종류 및 그

내용에 대해서 약간은 설명을 해야 한다는 생각을 갖게 되었다 하지만 초등학교.

학생들에게는 아직 어려운 점이 많아 영재 학생들을 대상으로 하는 수업으로 한정

을 두었다 그래서 개발하게 된 프로그램은 프로그램을 이용해서 산술 기하평. GSP

균을 중심으로 직접 만들고 원리와 개념을 발견할 수 있도록 하였다 개발 프로그, .

램 번부터 번까지는 여러 가지 교구와 컴퓨터 프로그램을 이용해서 산술평1 6 , GSP

균과 기하평균의 차이 기하평균의 의미 기하평균의 원리 발견 등 여러 가지 내용, ,

을 하고 있다 마지막 프로그램 번에서는 산술평균 기하평균 조화평균의 기본적. 7 , ,

인 개념과 원리를 확인하고 정리할 수 있도록 개발하였다 이 과정을 통해서 아동.

들이 스스로 발견하고 탐구한 내용을 정리하고 확인할 수 있도록 유도하였다 개발.

된 프로그램을 통해서 스스로 발견하고 탐구하도록 하여 수학 수업의 다양성을 보,

여주고자 하였다 그리고 이 과정을 통해서 학생들에게 수학적 사고력과 탐구하는.

능력을 기를 수 있을 것이다 또한 단순하게 수학적 지식을 암기하는 것이 아니라.

수학적 지식 및 원리가 어떻게 생겨났으며 왜 이러한 개념이 필요한지 설명할 수

있게 될 것이다 그 외에도 어려운 수학 지식이라도 쉽게 아이들에게 이해시킬 수.

있음을 보여줄 수 있을 것으로 보인다 마지막으로 우리나라에서 교육되고 있는 산.

술
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